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Chapitre 1 


Preliminaires 


Ce chapitre est essentiellement constitue de rappels sur la theorie generale des groupes. 
La lettre G designe un groupe. 


1.1 Actions de groupes 

Definition 1.1 On dit que le groupe G opere a gauche sur un ensemble X si Von s’est 
donne une application 

iGxX —> X 
I {g^x) I—> g.x 

verifiant les conditions : 

(1) g.{g'.x) = {gg').x pour tout x G X et tout couple {g,g') G G x G. 

(2) 1.x = X pour tout X G X, oil 1 est I’element neutre de G. 

Remarque. La donnee d’une action a gauche de G sur X equivaut a la donnee d’un 
homomorphisme r de G dans le groupe Sx des permutations de X defini pour tout 
g G G ei tout x G X par T{g){x) = g.x. 

On aurait une definition analogue pour les operations a droite. 

Le groupe G decoupe alors X en orbites : deux elements x et y de X sont dans la meme 
orbite si et seulement s’il existe g G G tel que x = g.y. L’ensemble des orbites est le 
quotient de X par G et est note G\X dans le cas d’une action a gauche (et X/G dans 
le cas d’une action a droite). 

Definition 1.2 On dit que G agit transitivement sur X si G\X est reduit a un element. 
En particulier, le groupe G agit transitivement sur chaque orbite. 

Definition 1.3 Soit x G X ; on appelle stabilisateur de x (ou fixateur de x) et on note 
Hx le sous-groupe de G forme des elements g G G qui fixent x (i.e. tels que g.x = x). 
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Remarque. Si G opere transitivement sur X et si x G X, on a une bijection de G/Hx sur 
X donnee par gHx '—> g.x, oil G/Hx est I’ensemble des classes a gauche de G modulo Hx- 
Si x' G X, il existe G G tel que x' = g.x. Alors Hx' = gHxg~^. Done changer de point 
de base revient a remplacer le stabilisateur de x par un de ses conjugues. Inversement, 
si H est un sous-groupe de G, alors G agit transitivement sur G/H et H stabilise la 
classe de 1. Ainsi la donnee de X sur lequel G opere transitivement revient a celle d’un 
sous-groupe de G, determine a conjugaison pres. 

Exemple. Soit X une droite affine definie sur un corps K et soit G le groupe des similitudes 

G = {x ax + 6, a G K*, b G K} . 

Le groupe G opere transitivement sur X. Si x G X, le stabilisateur de x est le groupe 
des homotheties centrees en x. 

Application. Soit G un groupe fini, dont on note |G| I’ordre. Soit X un ensemble ou G 
opere. On a X = U.e/ Gxi ou les Gxi sont les orbites (2 a 2 disjointes) sous Taction de 
G, les Xj formant un systeme de representants des elements de G\X. On a vu que Gx* est 
en bijection avec G/Hx^, done |Gxj| = \G\.\Hxi\~^. On en deduit |X| = 
puis |X|.|Gr' = E. 6 /|i^xJ-'. 

Gas particulier. Le groupe G opere sur lui-meme par automorphismes interieurs; on a 
une application : 

{G ^ Sg 

\ X I—> inta; 

oil inixiu) = xyx~^ = ^y. Les orbites sont les classes de conjugaison. Le stabilisateur 
d’un element x de G est Tensemble des elements de G qui commutent a x (on Tappelle 
centralisateur de x et on le note Gg(x)). On a 1 = \GG{xi)\~^ ou {xi)^^j est un 

systeme de representants des classes de conjugaison. Pour Xj = 1, on a GG{xi) = G et 
done supjgj \CG{xi)\ = \G\. 

Exercice. 

(i) Si h est un entier ^ 1, montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de decompositions 
1 = Yli=i ^ G Z, rij ^ 1. [Par exemple, si /i = 3, les seuls n* possibles sont 

(3,3,3), (2,4,4) et (2,3,6).] 

(m) En deduire que, si un groupe fini G a un nombre de classes de conjugaison egal a 
h, Tordre de G est majore par une constante N{h) ne dependant que de h. (On pent 
prendre N{h) de la forme , ou ci, C 2 sont des constantes > 0. J’ignore si Ton pent 
faire beaucoup mieux.) 


1.2 Sous-groupes normaux; sous-groupes caracteristiques; 
groupes simples 

Definition 1.4 On dit qu’un sous-groupe H de G est normal (ou invariant^ si pour tout 
X £ G et tout h £ H, on a xhx~^ £ H . 
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Cela revient a dire que le sous-groupe H est stable par tout automorphisme interieur. 
Une telle situation se decrit par une suite exacte : 

{1}- >H - >G - >G/H -^{1} . 

Remarque. Si H est un sous-groupe de G, il existe un plus grand sous-groupe de G dans 
lequel H est normal, a savoir I’ensemble des g £ G tels que gHg~^ = H. On I’appelle le 
normalisateur de H dans G, et on le note Ng{H). On dit qu’une partie de G normalise 
H si elle est contenue dans Ng{H). 

Definition 1.5 On dit qu’un sous-groupe H de G est caracteristique s’il est stable par 
tout automorphisme de G. 

Un tel sous-groupe est normal. 

Exemple. Le centre de G (ensemble des elements qui commutent a tons les elements de 
G) est un sous-groupe caracteristique. II en est de meme du groupe derive de G, ainsi 
des sous-groupes D^G, G*G et <L(G) definis au chap.[3l 

Definition 1.6 On dit qu’un groupe G est simple lorsqu’il a exactement deux sous- 
groupes normaux : {1} et G. 

Exemples. 

(1) Les seuls groupes abeliens simples sont les groupes cycliques d’ordre premier, c’est- 
a-dire les groupes Z/pZ avec p premier. 

(2) Le groupe alterne An est simple si n ^ 5. 

(3) Le groupe PSL„(Fg) est simple pour n ^ 2 sauf dans le cas n = 2 et g = 2 ou 3. 


1.3 Filtrations et theoreme de Jordan-Holder 

Definition 1.7 Une filtration du groupe G est une suite finie de sous-groupes 

telle que 

Go = {1} c Gi c • • • c Gi c • • • c G„ = G 
avec Gi normal dans Gj+i, pour 0 ^ i ^ n — 1. 

On appelle gradue de G (associe a la filtration et on note gr(G) la suite des 

grfiG) = GijGi-i, pour 1 ^i ^n. 

Definition 1.8 Une filtration (Gj)Q<-<^ de G est dite de Jordan-Holder si GijGi-i est 
simple pour tout 1 ^ i ^ n. 

Proposition 1.1 Si G est fini, G possede une suite de Jordan-Holder. 







1.3. Filtrations et theoreme de Jordan-Holder 


Si G = {1}, on a la suite de Jordan-Holder triviale (n = 0). Si G est simple, on prend 
n = 1. Si G n’est pas simple, on raisonne par recurrence sur I’ordre de G. Soit N C G, N 
normal dans G d’ordre maximal. Alors G/N est simple, car sinon il existerait M normal 
dans G contenant strictement N et distinct de G. Comme |A^| < |G|, on pent appliquer 
riiypothese de recurrence et si est une suite de Jordan-Holder pour N, alors 

(A^O) • • • ) A'n-i, Ai, G) en est une pour G. □ 

Remarque. Si G est infini, il peut ne pas posseder de suite de Jordan-Holder : c’est par 
exemple le cas de Z. 

Theoreme 1.2 (Jordan-Holder) Soit G un groupe fini et soit (Gj)Q<j<„ une suite de 
Jordan-Holder de G. Le gradue de G, d permutation pres des indices, ne depend pas de 
la suite choisie. 


Il suffit de montrer que si S est un groupe simple fixe et si n (G, (G^), S) est le nombre 
de j tels que GjfGj-i est isomorphe a S, alors n (G, (Gj), S) ne depend pas de la suite 

(Gi). 

On commence par une remarque : si H est un sous-groupe de G, une filtration (Gj) sur 
G induit une filtration (Hi) sur H definie par Hi = Gif\ H. Tie meme, si N est normal, 
on a une filtration sur G/N definie par {G/N)i = Gi/{Gi 0 N). La suite exacte 

{1}-^ N -^ G-^ G/N -^ {1} 

se conserve par filtration : 

{ 1 }-, Ni/Ni_i -^ Gi/G,_i-^ {G/N)i/{G/N)i_i -^ { 1 } 

d’ou finalement la suite exacte 

{ 1 }-^ gri{N) -^ gri(G)-^ &i{G/N) -^ { 1 }. 


Si la filtration initiale est de Jordan-Holder, grj(G) est simple pour tout i, done grj(A^) 
est isomorphe a {1} ou a grj(G). Par reindexation, on peut done obtenir une filtration 
de Jordan-Holder sur N et de meme sur G/N. 


Cette remarque permet de demontrer le theoreme; on a en effet deux possibilites : soit 
gL(^) = {1} et gii{G/N) = gri(G), soit gri(Ar) = gri(G) et gri{G/N) = {1}. On 
en deduit une partition de / = { 0 ,. .. ,n} en deux parties : Ii = {i, gii{N) = {1}} et 
h = {i, g^i{N) = grj(G)}. 

On raisonne alors par recurrence sur I’ordre de G. Si G = {!}, il n’y a pas de probleme. 
Sinon, on peut toujours supposer que G n’est pas simple. Soit alors N un sous-groupe 
normal tel que |A^| < |G| et |G/A^| < |G|. L’hypothese de recurrence s’applique a A^ et 
G/N : n (yN, {Ni)-^j^, S) et n [G/N, [{G/N)i).^j^ , S) sont independants de la filtration. 
Or 

n (G, (G,),e„ S) = n [N, 5) + n [G/N, [[G/N),\^,^ , S) , 


done n (G, [Gi)^^j, S) est independant de la filtration choisie. 


□ 
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Application. On retrouve ainsi I’unicite de la decomposition d’un entier en produit de 
facteurs premiers. En effet, si n = p^^ ■ ■ on a pour Z/nZ la filtration de Jordan- 
Holder suivante : 

Z/nZ D piTijnTi D p\7iln7i D • • • D p^^’Ljn'L D • • • 

Done TijpiTi apparait hi fois dans le gradue, d’ou I’niiicite. 

Exemples. 

(1) Filtration de : ^3 est normal dans ^3 et ^3 est cyclique d’ordre 3. D’ou la filtration 

{1} C ^3 c 53 . 

(2) Filtration de ^4 : Aa est normal dans ^4 avec (^4 ; ^ 4 ) = 2. Dans A^, il existe un 
sous-groupe normal D de type (2,2) : D = {1, cji, CJ 2 , CJ 3 } avec 

cji = {a,b){c,d), 

(T 2 = {a,c){b,d), 

(T 3 = {a,d){b,c). 

On a done la filtration 

{1} C {1, ai} C D C A4C S4. 

L’ordre des quotients successifs est 2, 2,3, 2. Le choix de i etant arbitraire, il n’y a pas 
unicite de la filtration. 

(3) Filtration de pour n ^ 5 : le groupe An etant simple, on a la filtration 

{ 1 } CAnC Sn- 




Chapitre 2 


Theoremes de Sylow 


Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini. 


2.1 Definitions 

Definition 2.1 On dit que G est un p-groupe si I’ordre de G est une puissance de p. Si 
G est d’ordre p^m avec m premier d p, on dit qu’un sous-groupe H de G est un p-Sylow 
de G si H est d’ordre p”. 

Remarques. 

(1) Soit S un sous-groupe de G; S' est un p-Sylow de G si et seulement si S est un 
p-groupe et {G : S) est premier a p. 

(2) Tout conjugue d’un p-Sylow de G est un p-Sylow de G. 

Exemple. Soit K un corps fini de caracteristique p a q = p^ elements. Soit G = GL„(i<') 
le groupe des matrices inversibles n x n k coefficients dans K. Ce groupe est isomorphe 
a GL(y) ou V est un espace vectoriel sur K de dimension n. On remarque que I’ordre 
de G est le nombre de bases d’un espace vectoriel de dimension n sur K, soit : 

n 

|G| = {q^ -l){q^-q)--- {q^ - JJ (g* - 1) = 

i=l 

oil m = nr=i (9* “ premier a q, done a p. 

Considerons d’autre part le groupe P constitue des matrices triangulaires superieures a 
coefficients diagonaux egaux a 1. C’est un sous-groupe de G d’ordre |P| = = 

pfn{n-i)l 2 ^ Done P est un p-Sylow de G. 

2.2 Existence des j9-Sylow 

Le but de cette section est de demontrer le premier theoreme de Sylow : 

Theoreme 2.1 Tout groupe fini possede au moins un p-Sylow. 
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2.2.1 Premiere demonstration 

Elle repose sur la proposition suivante : 

Proposition 2.2 Soit H un sous-groupe de G et soil S un p-Sylow de G. Alors il existe 
g £ G tel que H n gSg~^ soit un p-Sylow de H. 

Soit X I’ensemble des classes a gauche de G modulo S. Le groupe G (resp. H) agit sur 
X par translations. Les stabilisateurs des points de X sous G (resp. sous H) sont les 
conjugues de S (resp. les H n gSg~^). Or |X| ^ 0 (mod p) car S est un p-Sylow de G. 
L’une des orbites O de X sous Taction de iT a un nombre d’elements premier a p (sinon 
|X| serait divisible par p) ; soit x G O et soit le stabilisateur de x dans H. Le groupe 
Hx est un p-groupe, de la forme H n gSg~^ (pour un certain g) et {H : Hx) = \0\ est 
premier a p. Done Hx est un p-Sylow de H de la forme H n gSg~^. □ 

Corollaire 2.3 Si G a des p-Sylow et si H est un sous-groupe de G, alors H a aussi 
des p-Sylow. 

Application. [Une premiere preuve du th. 12.Ij Soit G un groupe fini d’ordre n. On pent 
plonger G dans le groupe symetrique D’autre part, Sn se plonge dans GL„(E') (ou 
K est un corps fini de caracteristique p) : si u G 5^ et si est une base de 

on associe a a la transformation lineaire / definie par /(e*) = Done G se plonge 

dans G'Ln{K). D’apres Texemple du § 12.11 GL„(iT) possMe un p-Sylow. Le corollaire 
ci-dessus permet de conclure. 

2.2.2 Seconde demonstration (Miller-Wielandt) 

On suppose que |G| = p”m avec m premier a p. On note X Tensemble des parties de G 
a p” elements et s le nombre de p-Sylow de G. 

Lemme 2.4 |X| = sm (modp). 

Le groupe G opere sur X par translations a gauche. Soit X = W^Xi la decomposition de 
X en orbites sous Taction de G. Si Ai G Xi, on a X = ]J• GAi. On note Gi le stabilisateur 
de Ai. On rappelle que \GAi\ = |G|/|Gj|. 

Remarque : \Gi\ ^ p". Soit en effet x G Si <7 G Gj, alors gx appartient a Ai, done 
pent prendre p"^ valeurs. On a done au plus p" choix pour g. On distingue done deux 
cas : 

• Si I Gil < p”, alors \GAi\ est divisible par p. 

• Si I Gil = p”, alors Gi est un p-Sylow de G. 

Reciproquement soit P un p-Sylow de G; Pg G X pour tout 5 G G et le stabilisateur 
de Pg est P. De meme, si P stabilise une partie A de X, alors PA C A done pour tout 
a G j 4, on a Pa C A done A = Pa. (les deux ensembles ont memes cardinaux). Done 
P stabilise exactement son orbite sous Taction de G (et le cardinal de cette orbite est 
|G/P| = m). Finalement 

|X|= ^ \GAi\ + \GM 

i/|Gi|<p" i/\Gi\=p'^ 
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soil 

\X\ = 0 + sm (mod p) 

d’ou le resultat. □ 

Ce lemme nous donne le th. O En effet, d’apres ce lemme, la classe de s modulo p ne 
depend que de I’ordre de G. Or G' = Z/|G|Z a un unique p-Sylow (qui est isomorphe a 
'Ljp^Ti). Done s = 1 (mod p) ; en particulier, s est non nul. □ 

Remarque. On a demontre en fait que le nombre de p-Sylow d’un groupe G est congru a 
1 modulo p. On retrouvera cette propriete ulterieurement. 

Corollaire 2.5 (Cauchy) Sip divise I’ordre de G, alors G contient un element d’ordrep. 

En effet, soit S un p-Sylow de G (il en existe d’apres le th. 12.111 ; S n’est pas reduit a {1} 
car p divise I’ordre de G. Soit x G S distinct de {!}. L’ordre de x est une puissance de 
p, soit p™ (m ^ 1). Alors est d’ordre p. □ 

2.3 Proprietes des jd-Sylow 

Theoreme 2.6 (Second theoreme de Sylow) 

(1) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow de G. 

(2) Les p-Sylow de G sont conjugues. 

(3) Le nombre des p-Sylow est congru d 1 modulo p. 

Lemme 2.7 Soit X un ensemble fini sur lequel opere un p-groupe P et soit X^ I’en- 
semble des elements de X fixes par P. Alors |X| = \X^\ (mod p). 

Les orbites a un element de X sous Taction de P sont celles constituees d’un point de 
X^. L’ensemble X — X^ est done reunion d’orbites non triviales, de cardinal divisible 
par p. □ 

On pent alors demontrer les points (1) et (2) du th. l2.6l : soit S un p-Sylow de G et soit P 
un p-sous-groupe de G. On applique le lemme 1^71 a Tensemble X des classes a gauche de 
G modulo S : |X| ^ 0 (mod p) done \X^\ ^ 0 (mod p). En particulier, il existe x G X 
fixe par P. Le stabilisateur de x contient done P et est un conjugue de S. Done P est 
contenu dans un conjugue de S (e’est-a-dire dans un p-Sylow de G). 

Pour le point (2), on applique (1) a P = S' ou S' est un p-Sylow de G. Il existe g G G 
tel que S' C gSg~^, done S' = gSg~^. □ 

Pour le point (3), on donne une nouvelle demonstration basee sur le lemme suivant : 

Lemme 2.8 Soient S et S' deux p-Sylow de G. Si S' normalise S, alors S = S'. 
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Soil H le sous-groupe de G engendre par S et S'. Le groupe H normalise S qui est un 
p-Sylow de H. Done S est le seul p-Sylow de H (les p-Sylow de H sont conjugues) ; or 
S' est un p-Sylow de H done S = S'. □ 

Montrons le point (3). Si X est I’ensemble des p-Sylow de G, alors S opere sur X par 
eonjugaison et d’apres le lemmeESl S est le seul element de X fixe par S. On reapplique 
le lemme [221 (avee P = S') : |X| = 1 (mod p). □ 

Corollaire 2.9 Si S est un p-Sylow de G, alors [G : Ng{S)) = 1 (mod p). 

L’applieation / de G/Ng{S) dans I’ensemble des p-Sylow de G, definie par f{g) = gSg~^ 
(ou g est un representant queleonque de g) est bijeetive. □ 

On a vu que pour tout sous-groupe H de G, il existe un p-Sylow de G dont I’intersection 
avec H est un p-Sylow de H. Ce n’est pas vrai pour tout p-Sylow de G. Mais si H est 
normal, on a : 

Proposition 2.10 SoitH un sous-groupe normal de G et soit S un p-Sylow de G. Alors 

(1) S f] H est un p-Sylow de H. 

(2) L’image de S dans G/H est un p-Sylow de G/H (et on les obtient tons ainsi). 

(3) (^FrattiniJ Si Q est un p-Sylow de H, alors H.Ng{Q) = G. 

(1) Evident. 

(2) L’image de S dans G/H est isomorphe a S/{H 0 5). Si p“ (resp. p^) est la puissance 
de p maximale divisant I’ordre de H (resp. de G/H), p“+^ est la puissance maximale 
de p divisant I’ordre de G. Par suite, 5 a p“+^ elements. De plus, P O 5 a au plus p“ 
elements done S/{H O 5) au moins p^ et done exactement p^. II s’ensuit que S/{H O 5) 
est un p-Sylow de G/H. D’autre part, on obtient tons les p-Sylow par eonjugaison, d’ou 
(2). 

(3) Soit g G G. On a gQg~^ C gHg~^ = H [H est normal). Or gQg~^ est un p-Sylow 

de H, done il existe h £ H tel que gQg~^ = hQh~^, done h~^g £ Ng{Q) et done 
g £ H.NciQ). Ainsi G C H.Ng{Q), done H.Ng{Q) = G. □ 

Corollaire 2.11 Soit S un p-Sylow de G et soit H un sous-groupe de G contenant 
Ng{S). Alors Ng{H) = H. 

Le groupe H est normal dans Ng{H) et contient 5 qui est done un p-Sylow de H. On 
applique le point (3) de la proposition ci-dessus : H.Ng{S) = Ng{H). Done Ng{H) C H 
d’ou le resultat. □ 

En particulier, si 5 est un p-Sylow de G, on a Ng{Ng{S)) = Ng{S). 
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2.4 Fusion 

Soil S un p-Sylow de G. On note N le normalisateur de S dans G. On se pose le probleme 
de savoir si deux elements de S conjugues dans G sont conjugues dans N. On a la : 

Proposition 2.12 (Burnside) Soient X etY deux parties du centre de S, conjuguees 
dans G et soit g £ G tel que gXg~^ = Y. Alors il existe n £ N tel que nxn~^ = gxg~^ 
pour tout X £ X. En particulier, nXn~^ = Y. 

On veut trouver n £ N tel que nxn~^ = gxg~^ pour tout x £ X i.e. g~^nxn~^g = x 
pour tout X £ X. Done on cherche n £ N tel que g~^n £ A = Gg{X) (le centralisateur 
de X). Or X est contenu dans le centre de S done A contient S. De meme, Y = gXg~^ 
done g~^Sg est contenu dans A. Les groupes S et g~^Sg sont des p-Sylow de A (il 
sufRt de regarder leurs ordres) done sont conjugues dans A : il existe a G ^ tel que 
ag~^Sga~^ = S. Done n = ga~^ appartient a et g~^n appartient k A. □ 

Corollaire 2.13 Soient x et y deux elements du centre de S. S’ils sont conjugues dans 
G, Us sont conjugues dans N. 


Remarque. L’hypothese «x et y appartiennent au centre de S » ne pent etre supprimee : 
si Ton prend G = GL 3 (Z/pZ) et 


S 


1 X 
0 1 
0 0 



alors 


et les elements 


N = 


X X X \ 
0 X X I 
0 0 X ) 


/ 1 1 0 \ / 1 0 0 \ 

a;= 0 10 ety= 0 11 

\ 001 / \ 001 / 


sont conjugues dans G et ne le sont pas dans N. 


Disons que deux elements x,y de S sont localement conjugues s’il existe un sous-groupe 
U de S les nontenant tel que x et y soient conjugues dans Ng{U). 

Theoreme 2.14 (Alperin) La relation d’equivalence sur S engendree par la relation 
«x et y sont localement conjugues » est la relation « x et y sont conjugues dans G ». 


En d’autres termes : 
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Theoreme 2.15 Si x,y € S sont conjugues dans G, il existe une suite oq, ... ,an d’ele- 
ments de S telle que : 

(1) ao = X et an = y. 

(2) ai est localement conjugue de aj+i pour 0 ^ i ^ n — 1. 

Cela resulte du theoreme plus precis suivant : 

Theoreme 2.16 Soil A une partie de S et soit g ^ G tel que C S. II existe alors un 
entier n ^ 1, des sous-groupes Ui, de S et des elements 5i, • • • ,5n de G avec : 

(1) 9 = gi---9n- 

(2) Qi e NciUi) pour 1 ^n. 

(3) c Ui pour 1 ^ i ^ n. 

(Dans cet enonce, A^ designe g~^Ag.) 

Remarque. Pour i = 1, (3) signifie que A C Ui. Noter que Ton a C Ui pour 

1 ^ i ^ n, comme on le voit en combinant (2) et (3). On a en particulier A^ dUn- 

Le theoreme ci-dessus est un corollaire de celui-ci (prendre A reduit a un element). 


Demonstration. Soit T le sous-groupe de S engendre par A. On raisonne par recurrence 
sur I’indice {S : T) de T dans S. Si cet indice est 1, on a T = S, d’ou = S et 
g G Ng{S). On prend alors n = 1, gi = g et Ui = S. 

Supposons done (S : T) > 1, i.e. T ^ S. Le groupe Ti = Ns{T) est alors distinct de 
T. C’est un p-sous-groupe de Ng(T). Choisissons un p-Sylow S de Ng{T) contenant Ti. 
D’apres le th. 12.61 il existe u e G tel que C S. Posons d’autre part V = ; on a 

V C S par hypothese. Le groupe est un p-Sylow de NciV) = [Ng{T))^ . 

Comme Ns{V) est un p-sous-groupe de Ng{V), il existe w G Ng{V) tel que [Ns{V))^ C 
Posons V = u~^gw~^. On a p = uvw. 


On va maintenant decomposer u et v : 

(i) On a C C S'. Comme I’indice de Ti dans S est strictement inferieur a celui 

de T, I’hypothese de recurrence montre qu’il existe des sous-groupes Ui,..., Um de S et 
des elements ui G Ng{Ui), ..., Um G NciUm) avec u = ui - ■ ■ Um et C Ui pour 

1 ^ ^ m. 

(ii) Posons T 2 = Ns{V) et Ts = ^ ^ ■ Comme est contenu dans on a 

T 3 C Le groupe Ts est contenu dans S, et Tg = T 2 aussi. Comme I’indice de 

Tg est strictement inferieur a celui de T, on en deduit comme ci-dessus I’existence de sous- 
groupes Vi ,..., L). de S et d’elements vj G NdVj), avec v = vi ■ ■ ■ Vr et C Va¬ 

pour 1 ^ j ^ r. 


Il reste a verifier que les sous-groupes Ui,..., Um, Vi,... ,Vr,V de 5 et la decomposition 
g = ui ■ ■ ■ UmVi ■ ■ ■ VrW dc g satisfont aux conditions du theoreme. 

On a 


Ui G Norn, Vj G NciVj), w G Ng{V) 


par construction, ainsi que d Ui {1 ^ i ^ m) puisque T est contenu dans Ti. 

Il reste a voir que 


rjnUl--- 




■^^-1 C Vj 
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pour I ^ j ^ r. 

Or = r“ est contenu dans T 3 = en effet, V = est normalise par 


w 


-1 . 


;onadoncrs^ = V C Ns{V) = T 2 , d^ou T C et C 


On deduit de la que 


rpUl---UmVl---Vj-\ _ rjnUVl-■-Vj-I ^ ^ ^ 


ce qui acheve la demonstration. 


□ 




Chapitre 3 


Groupes resolubles et groupes 
nilpotents 

3.1 Groupes resolubles 

Soit G un groupe et soient x,y deux elements de G. L’element x~^y~^xy est appele le 
commutateur de x et y. On le note {x,y). On a 

xy = yx{x,y). 

Si A et B sont deux sous-groupes de G, on note {A, B) le groupe engendre par les 
commutateurs {x,y) avec x G A et y G B. Le groupe {G,G) est appele le groupe des 
commutateurs de G ou encore le groupe derive de G et est note D{G). C’est un sous- 
groupe caracteristique de G. De sa de fini tion resulte aussitot la : 

Proposition 3.1 Soit H un sous-groupe de G. Les proprietes suivantes sont equiva- 
lentes : 

(1) H contient D{G). 

(2) H est normal et G/H est abelien. 

Ainsi G/D{G) est le plus grand quotient abelien de G. On le note parfois 
On pent iterer le precede et definir la suite des sous-groupes derives de G : 

D^G = G, 

DUG = {D^-^G,D^-^G) pourn^l. 

On a Gd D^Gd D^Gd •••. 

Definition 3.1 Un groupe G est dit resoluble s’il existe un entier n ^ 0 tel que D'^G = 
{1}. On appelle alors classe de resolubilite de G et on note cl{G) le plus petit entier n 
positif pour lequel D^G = {1}. 

Ainsi, cl{G) = 0 equivaut a G = {1} et cl{G) ^ 1 equivaut a dire que G est abelien. 


17 
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Proposition 3.2 Soit G un groupe et soit n un entier ^ 1. Les proprietes suivantes 
sont equivalentes : 

(1) G est resoluble de classe ^ n, 

(2) II existe une suite G = Gq D Gi D ■ ■ ■ D Gn = {1} de sous-groupes normaux de G 

tels que Gi/Gj+i soit abelien pour 0 ^ i ^ n — 1, 

(2’) II existe une suite G = Gq D Gi D ■ ■ ■ D Gn = {1} de sous-groupes de G tels que 

Gi soit normal dans Gi-i et que Gi-xjGi soit abelien, pour 1 ^ i ^ n, 

(3) II existe un sous-groupe abelien A normal dans G tel que G/A soit resoluble de 
classe ^ n — 1. 

(1) (2) Posons Gi = D^G pour tout i ^ 0. Puisque D{G) est stable par tout auto- 
morphisme (meme non interieur!) de G, D^G est normal dans G pour tout i. La suite 
(Gj)^>o ainsi definie verifie done (2). 

(2) ^ (2') est trivial. 

(2') ^ (1) Par recurrence sur k on voit que D’^G C G^ pour tout k, d’ou D'^G = {!}. 
(1) (3) On prend A = D^~^G. 

(3) (1) D’apres I’implication (1) ^ (2), appliquee a G/A et a n — 1, il existe une suite 

^0 = G D • • • D An-i = A 

de sous-groupes normaux de G telle que la suite des quotients 

G/A D Ax/A D • • • D An-x/A = {1} 
verifie la condition (2). Alors la suite 


G D Ai D • • • D An-x A {1} 

verifie la condition ( 2 ) et I’implication ( 2 ) ^ ( 1 ) appliquee a G et a n permet de 
conclure. □ 

Remarque. Tout sous-groupe (et tout groupe quotient) d’un groupe resoluble de classe ^ n 
est resoluble de classe ^ n. 

Proposition 3.3 Soit G un groupe fini et soit G = Gq D Gx 2) ■■■ D Gn = {1} une 
suite de Jordan-Holder de G. Pour que G soit resoluble, il faut et il suffit que Gi/Gj+i 
soit cyclique d’ordre premier pour 0 ^ i ^ n — 1 . 

Remarquons d’abord que si un groupe est simple et resoluble, alors son groupe derive, 
etant normal, est reduit a { 1 } ; le groupe est done abelien et, etant simple, est cyclique 
d’ordre premier. La proposition en resulte. □ 

Exemples. 

(1) Les groupes sont resolubles si et seulement si n ^ 4. 

(2) Un groupe simple non abelien n’est pas resoluble. 
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(3) Soil V un espace vectoriel de dimension n sur un corps commutatif K et soil 

V = Vo D Vi D ■■■ DVn = 0 

un drapeau complet (i.e. une suite decroissante de sous-espaces vectoriels de V tels que 
codim(l/j) = i). On pose 

G = {s G GL(1/) \ sVi = Vi, 0 ^ i ^ n} 

(si on choisit dans V une base adaptee au drapeau, G peut etre identifie au groupe des 
matrices triangulaires superieures). 

On definit alors une suite de sous-groupes de G par 

Bi = {s e G \ {s - l)Vj C Vi+j, 0 ^ j ^ n - i}. 

En particulier, Bq = G. 

On va demontrer que {Bj,Bk) C Bjj_k pour 0^j^net0^A:^n avec 0 ^ j + k ^ n. 
Soient en effet s & Bj, t G B^ et x G Vi. ll existe Vi+k G Vi+k tel que 

tX = X + Vi+k, 


puis 


six — SX SVi-i-f^ — X Wi.\-j 

(avec Wi+j G Vi+j et tj+j+fc G Vi+j+k)- De meme 

tSX = t{x + Wi+j) = X + Vi+k + Wi+j + t'i+j+k 


(avec G Vi+j+k)- Done 

stx = tsx (mod Ej+j+fc) 


ou encore 


s ^stx = x (mod Ej+j+fc) 


d’oii le resultat. En particulier : 

• {Bq, Bi) C Bi pour 0 ^ i ^ n, done les Bi sont normaux dans Bo = G. 

• {Bi,Bi) = D{Bi) C i?2i C pour I ^ i ^ n, done les quotients Bi/Bi^i sont 

abeliens pour 1 ^ z ^ n — 1 . 

• Enfin, Bo/Bi = GfBi s’identifie au groupe des matrices diagonales (abelien car K est 
commutatif). Done la suite Bo = G D Bi D ■ ■ ■ D Bn = {1} verifie la condition (2) et G 
est resoluble. 


(4) On verra ulterieurement (th. 15.411 que tout groupe d’ordre p°'q^ (ou p et g sont 
premiers) est resoluble. 

(5) Mentionnons aussi le (tres difficile) theoreme de Eeit-Thompsor0 : tout groupe d’ordre 
impair est resoluble (ou encore : I’ordre d’un groupe simple non abelien est pair). 

( 6 ) Les groupes resolubles interviennent en theorie des corps. Soit K un corps de caracte- 
ristique 0 et soit K une cloture algebrique de K. On note Kj-ad le plus petit sous-corps de 
K contenant K tel que pour tout x G Krad et tout entier n ^ 1, on ait G K^ad- On 
demontre qu’une extension galoisienne finie de K est contenue dans K^ad si et seulement 
si son groupe de Galois est resoluble (i.e. une equation est resoluble par radicaux si et 
seulement si son groupe de Galois est resoluble. G’est de la que provient la terminologie 
« resoluble »). 

^Reference : W. Feit et J.G. Thompson, Solvability of groups of odd order, Pacific J. Math. 13 ( 1963 ), 
775 - 1029. 
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3.2 Suite centrale descendante 

Soit G un groupe. On appelle suite centrale descendante de G la suite {G'^G)n^i de 
sous-groupes de G definie par recurrence par : 

G^G = G, 

Gn+iG = {G,G^G) pourn^l. 

Pour tout n ^ 1, G^G est un sous-groupe caracteristique de G. 

Proposition 3.4 On a {C^G, G^G) C G^~^^G pour tout i ^ 1 et tout j ^ 1. 

On raisonne par recurrence sur i, la proposition etant claire pour i = 1 et tout j ^ 1. Soit 
i ^ 1; on a {C^+^G,G^G) = {{G,G^G),C^G). Or {{G^G,G^G),G) C (C*+^G,G) (par 
hypothese de recurrence), done (((7*0, G^G), (7) C De meme (((7-^G, (7), (7*(7) 

est contenu dans G'^~^^~^^G. Le lemme suivant permet de conclure. □ 

Lemme 3.5 Si X, Y et Z sont des sous-groupes normaux de G et si H est un sous- 
groupe de G contenant ((y, Z),X) et ((Z, X),y), alors H contient (^(X,Y), Z'j. 

On utilise I’identite de Hall : 

{x^, {y, z)) (y^ {z, x)) {z^, {x, y)) = 1 , 

(ou x^ = y~^xy) qui s’obtient en developpant les quarante-deux termes du membre de 
gauche, (cf. Bourbaki, A.I, § 6). □ 

Remarque. L’identite de Hall est I’analogue pour les groupes de I’identite de Jacobi : 

[a;, [v,z\] + [y> [ 2 :, a;]] + [2, [x,y]] = 0 

pour les algebres de Lie. On pent I’utiliser pour associer a tout groupe G muni d’une 
filtration ((7*) satisfaisant a {Gi,Gj) C Gi+j une algebre de Lie gr{G), a savoir 


gr{G) — ^^Gi/Gi+i- 

i 


Si ^ G GijGi+i et T] G Gj/Gj+i, le crochet 

[(, 1 ]] £ G'i+j/G'i+i+i 

est par definition I’image du commutateur (x, y) ou x (resp. y) est un representant dans 
Gi (resp. Gj) de ^ (resp. g). Ceci s’applique notamment au cas ou Gi = (7*0 (cf. aussi 
Bourbaki, Lie H, § 4, n°4). 
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3.3 Groupes nilpotents 

Definition 3.2 Un groupe G est dit nilpotent s’il existe un entier n positif tel que 
(jri+iQ _ classe de nilpotence de G est alors le plus petit tel entier n. 

En particulier : 

- Le groupe G est abelien si et seulement s’il est nilpotent de classe ^ 1. 

- Un produit fini de groupes nilpotents est nilpotent et la classe de nilpotence du produit 
est la borne superieure des classes des groupes. 

- Un sous-groupe (resp. un groupe quotient) d’un groupe nilpotent est nilpotent. 

Proposition 3.6 Tout groupe nilpotent est resoluble. 

En effet, pour tout n ^ 0, on a D'^G C C'^"G. □ 

La reciproque est fausse : le groupe S 3 est resoluble de classe 2. Regardons la suite 
centrale descendante de iSs ; on a = S 3 , G‘^S 3 = C 3 (groupe cyclique d’ordre 3) 

puis G^S 3 = C 3 , etc. La suite est stationnaire et n’atteint pas {1}. Done ^3 n’est pas 
nilpotent. 

On pent former des groupes nilpotents de la fagon suivante : 

Proposition 3.7 Un groupe G est nilpotent de classe ^ n + 1 si et seulement s’il est 
extension centrale d’un groupe E nilpotent de classe ^ n (i.e. s’il existe une suite exacte 
{1} ^ A ^ G ^ r ^ { 1 } oil A est contenu dans le centre de G). 

Si G est nilpotent de classe n + 1, alors G'’^~^‘^G = {1} done C^~^^G est dans le centre de 
G. Posons r = GjG’^^^G \ on a = {1} done F est nilpotent de classe ^ n. 

Reciproquement, si une telle suite exacte existe et si = {!}, alors G’^'^^G C A, 

done C^~^^G est contenu dans le centre de G, et G^'^'^G = {!}. □ 

Corollaire 3.8 Soit G un groupe nilpotent et soit H un sous-groupe de G distinct de G. 
Alors Ng{H) est distinct de H. 

On raisonne par recurrence sur la classe de nilpotence n de G. Si n = 1, on a Ng{H) = G 
(car G est abelien) done Ng{H) / H. 

Si n ^ 2, choisissons un sous-groupe central ^ de G tel que G/A soit nilpotent de classe 
^ n — 1. Alors Ng{H) contient A. Si H ne contient pas A alors Ng{H) ^ H. Si H 
contient A, alors H/A est un sous-groupe propre de G/A et I’hypothese de recurrence 
montre que H/A / Ng/a{H/A). Comme Ng{H)/A = Nqia{H/A), on en deduit que 
Ng{H) est distinct de iL. □ 

Une autre caracterisation des groupes nilpotents est donnee par la 

Proposition 3.9 Un groupe G est nilpotent si et seulement s’il existe une filtration 
{Gi)i^i^n+i telle que Gi = G D G 2 D • • • D G^+i = {1} avec {G,Gi) C Gj+i pour tout 
1 ^ i ^ n. 
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Remarque. Une condition plus forte serait {Gi,Gj) C Gij^j. 


Demonstration. Si une telle filtration existe, alors G^G C Gk pour tout k ^ 1, done G 
est nilpotent. Reciproquement, si G est nilpotent, on prend Gk = G^G. □ 


Exemple. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K et soit 

V = VqDViD ■■■ DVn = Q 

un drapeau complet de V. Reprenons I’exemple du § 13.11 et posons 

Bj = {gG GL(R) | (g - l)Vi C V.+j, i ^ 0}. 

Alors Bi est nilpotent; en effet est une filtration telle que Bi D B 2 D ■ ■ ■ D 

Bn = {1} et {Bi,Bj) C Bi^j comme on I’a vu plus haut. 

En application, on a le : 

Theoreme 3.10 (Kolchin) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps 
commutatif K et soit G un sous-groupe de GL(R). On suppose que tout element g de G 
admet 1 comme unique valeur propre (i.e. g—1 est nilpotent). Alors il existe un drapeau 
complet de V tel que G soit contenu dans le groupe Bi correspondant (cf. ci-dessus). En 
particulier, G est nilpotent. 

On raisonne par recurrence sur la dimension n de V, le cas n = 0 etant trivial. Supposons 
done n ^ 1 et montrons qu’il existe x G V non nul tel que gx = x pour tout g G G. Le 
probleme etant lineaire, on pent etendre les scalaires et supposer K algebriquement clos. 
Soit Aq le sous-espace vectoriel de End(R) engendre par G. C’est une sous-algebre de 
End(R). Distinguons deux cas : 

• V est un Ac-module reductible, i.e. il existe V' C V, stable par G, distinct de 0 et de 
V. L’hypothese de recurrence s’applique a V et fournit un x non nul dans V tel que 
gx = X pour tout g G G. 

• Si R est irreductible, on a Aq = End(R) d’apres un theoreme de Burnside (cf. Bourbaki, 
A. VIII, § 4, n°3). Or si a, a' G Aq, on a nTr(aa') = Tr(o)Tr(a'). En effet, c’est clair si 
a,a' G G car alors Tr(aa') = Tr(a) = Tr(a') = n et c’est done vrai dans Aq par linearite. 
Si n > 1, les elements a et a' de matrices respectives 




et 


sont dans End(R) done dans Aq. Or Tr(a) = Tr(o') = 1 et Tr(oo') = 0, done dim (R) = 1 
et tout x non nul de R convient. 

Une fois I’existence de x prouvee, on note R^-i la droite engendree par x. L’hypothese de 
recurrence, appliquee a VjVn-i fournit un drapeau complet pour VjVn-x^ stable par G, 
d’ou aussitot un drapeau complet pour R, stable par G et il est clair que G est contenu 
dans le sous-groupe Bi correspondant. □ 
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3.4 Groupes nilpotents finis 

Soit p un nombre premier. 

Proposition 3.11 Tout p-groupe est nilpotent. 

On va en donner deux demonstrations. 

• Soit P un p-groupe; alors P peut se plonger dans GL„(Z/pZ) pour un entier n su ffi - 
samment grand. Done P est contenu dans un p-Sylow de GLn(Z/pZ), qui est conjugue, 
co m m e on I’a deja vu, a I’ensemble Bi des matrices triangulaires superieures a elements 
diagonaux egaux a 1. D’apres I’exemple du § 13.31 Bi est nilpotent, done aussi P. 

• On peut supposer P / {1}. Faisons operer P sur lui-meme par automorphismes inte- 
rieurs; I’ensemble des points fixes est le centre C{P) de P. Comme P est un p-groupe, 
on a d’apres le lemme (2^ 

|P1 = |C(P)| (modp), 

done C{P) 7 ^ {!}. Ainsi P/C{P) est d’ordre strictement inferieur a celui de P. Une 
recurrence permet de conclure. □ 

Corollaire 3.12 Soit G un groupe d’ordre p"" (avec p premier et 1). Alors : 

(1) Tout sous-groupe de G d’ordre p^~^ est normal. 

(2) Si H est un sous-groupe de G, il existe une suite de sous-groupes telle 

que H = Hi C H 2 C ■■■ C Hm = G avec {Hi : = p pour 2 ^ i ^ m. 

(3) Tout sous-groupe de G distinct de G est contenu dans un sous-groupe d’ordre p""”^. 

(1) Soit H un sous-groupe de G d’ordre p"“^. Alors H est distinct de Ng{H) car G est 
nilpotent. Done I’ordre de Ng{H) est p"^ et H est normal dans G. 

(2) On raisonne par recnrrence sur I’ordre de G. Soit done H nn sous-groupe de G, qu’on 
peut supposer distinct de G. Soit H' un sous-groupe de G, distinct de G, contenant H, 
d’ordre maximal. Alors H' est distinct de Ng{H'), done Nq{H') = G ei H' est normal 
dans G. En particulier, G/H' est un p-sous-groupe d’ordre p^ pour un certain entier 
A; ^ 1. Si fe > 1, il existe un sous-groupe de G/H', distinct de {1} et de G/H', done 
un sous-gronpe de G, distinct de G contenant H' strictement, ce qni est absurde. Done 
k = 1 et {G ■. H') = p. L’hypothese de recurrence appliquee a H' donne le resultat. 

(3) decoule immediatement de (2). □ 

Corollaire 3.13 Tout produit fini de p-groupes est nilpotent. 

On va demontrer une reciproque. 

Theoreme 3.14 Soit G un groupe fini. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(1) G est nilpotent. 

(2) G est produit de p-groupes. 

(3) Pour tout p premier, G a un unique p-Sylow. 
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(4-) Soient p et p' deux nombres premiers distincts et soit Sp (resp. Spi) un p-Sylow 
de G (resp. un p'-Sylow); alors Sp et Sp/ se centralisent mutuellement (i.e. tout 
element de Sp commute d tout element de Sp/). 

(5) Deux elements de G d’ordres premiers entre eux commutent. 


(2) (1) C’est le cor. 13.131 ci-dessus. 

(1) => (3) Soit S un p-Sylow de G et soit N son normalisateur. Alors N est son propre 
normalisateur (cf. cor. 12 .111) . Puisque nous supposons G nilpotent, cela entraine N = G, 
cf. cor. 13.81 done S est normal. Les p-Sylow de G etant conjngues, G a un unique p-Sylow. 

(3) ^ (4) Pour tout nombre premier p, soit Sp I’unique p-Sylow de G : il est normal 
dans G. Si p et p' sont deux premiers distincts, Sp H Sp/ est reduit a {1} car c’est a la 
fois un p-groupe et un p'-groupe. Or si x G Sp et y G Sp/, on a x~^y~^xy G Sp H Sp/, d’oti 
x~^y~^xy = 1. Done Sp et Sp/ se centralisent mutuellement. 

(4) (2) Pour tout p premier, choisissons un p-Sylow de G qu’on note Sp. Le groupe 
engendre par les Sp (p decrivant I’ensemble des nombres premiers) est G tout entier (car 
son ordre est divisible par celui de G). Definissons alors une application 


f Op 

1 ('®p)p ' ^ Op 


Par hypothese, (p est un homomorphisme, car les Sp se centralisent mutuellement. D’autre 
part, ip est surjective, car G est engendre par les Sp. Enfin G et Sp ont meme cardinal, 
done p est un isomorphisme, ce qui demontre (2). 

(2) ^ (5) Supposons que G soit un produit de p-groupes Gp. Soient x et y deux elements 
de G d’ordres premiers entre eux. Alors x = (xp)^ et y = (yp)p et pour tout p on a Xp = 1 
ou yp = 1. En effet, on a Xp = 1 si et seulement si p ne divise pas I’ordre de x. Done 
x-^y-^xy = {Xp^yp^Xpyp)^ = (1), done xy = yx. 

(5) (4) C’est evident. 

En resume, nous avons montre les implications suivantes : 


(l)-^(2)^(5) 



Le theoreme en resulte. 


□ 


3.5 Cas des groupes abeliens 

Tout groupe abelien est nilpotent; d’apres le § 13.41 tont groupe abelien est produit de 
p-groupes abeliens. On pent alors poursuivre la decomposition grace au 

Theoreme 3.15 Tout p-groupe abelien est produit de groupes cycliques. 
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Remarque. Si G est un p-groupe abelien fini, il existe un entier n tel que p^x = 0 pour 
tout X G G, et Ton peut considerer G comme un module sur Z/p"^Z (pour n assez grand). 
II sufRt done de demontrer le theoreme suivant : 


Theoreme 3.16 Tout module (non necessairement fini) sur Tjjp^Tj est somme directe 
de modules monogenes (isomorphes d Z/p*Z pour i ^ n). 


Soit G un module sur TjJp'^Ta et soit V le module quotient G/pG : e’est un espace vectoriel 
sur Z/pZ. Notons G* I’ensemble {x G G | p*x = 0}. Les Gi definissent une filtration de 


G : 


Go = 0 c Gi c • • • c G„ = G. 


Soit Vi I’image de Gj dans V, alors 


Vo = 0 C Vi C ■■■ CVn = V. 


On peut choisir une base 5 de F adaptee a cette decomposition (i.e. 5* = 5 n est une 
base de Vi). 

Si s G 5, on note i(s) le plus petit i pour lequel s G 5* et on choisit un representant s de 
s dans Gj(^). On ap**^^)s = 0. Soit G' = 0^^^^ Z/p*(^)Z; on de fiui t un homomorphisme 
p de G' dans G de la fagon suivante : si {ns)g^g G G', on pose p((ns)) = On 

va montrer que p est un isomorphisme. 

• p est surjectif : il sufRt de prouver que le sous-groupe H de G engendre par les s est 
G tout entier. Or I’application projection de H dans V est surjective (par definition, s 
s’envoie sur s qui parcourt une base de V). Done H + pG = G ou encore G = pG + H. 
En iterant, 

G = p(pG + H)=p‘^G + H = ---= p^G + H = H. 

• p est injectif : soit (n*) G G' tel que Yls&s ~ ^ dans G. Montrons que Ug est 

divisible par p* pour tout i (done = 0). En effet, montrons par recurrence sur i que 
Ug G p* (Z/p*(®)Z). Pour i = 0, il n’y a rien a demontrer. Si e’est vrai jusqu’a I’ordre k, 
on a Us G p^ . En particulier = 0 si i(s) ^ k. On regarde done les s pour 

lesquels i(s) ^ A: + 1. Par hypothese, 

UgS = 0 . 
i(s)^/c+l 

Posons Us = p^nis avec vris G ; on a 

i(s)^/c+l 

e’est-a-dire 

mgS G Gfc, 

2(s)^fc+l 

d’ou, par projection, 

msS G Vk- 

Vu le choix de S, on en deduit que rus = 0 (mod p). Done divise Ug et on en deduit 
que n<j appartient a p^+^ (Z/p*(^)Z). □ 
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Exercice. Si G est un module sur Z/p'^Z, tout sous-module de G isomorphe a Tjjp^Tj est 
facteur direct. 

Application des 2-groupes : constructions par regie et compas. Soit K un corps de carac- 
teristique quelconque et soit L une extension galoisienne de K dont le groupe de Galois 
G est un 2-groupe. D’apres le cor. 13.121 il existe G' normal dans G, d’indice 2, done un 
corps intermediaire L', fixe par G', qui est une extension quadratique de K. Si on itere, 
LjK apparait comme une tour d’extensions quadratiques. 

Reciproquement, si LjK est une telle tour, I’extension galoisienne engendree a pour 
groupe de Galois un 2-groupe. On a ainsi une caracterisation des extensions galoisiennes 
dont le groupe est un 2-groupe. Si la caracteristique de K est distincte de 2, une extension 
quadratique est de la forme ii'[A/a] ~ K[X\/{X‘^ — a) ou a e K*—K*^. (Si carK = 2 
on remplace X'^ — a par X'^ + X + a). 

Geci rejoint le probleme des nombres constructibles par regie et compas : ce sont les 
nombres (algebriques sur Q) contenus dans une extension galoisienne de Q dont le groupe 
de Galois est un 2-groupe. 

Exemple. (Impossibilite de la duplication du cube) Le nombre-^ n’est pas constructible 
par regie et compas, car X^ — 2 est irreductible, et son degre n’est pas une puissance de 

2 . 

3.6 Sous-groupe de Prattini 

Soit G un groupe fini. On appelle sous-groupe de Frattini de G et on note <b(G) I’inter- 
section des sous-groupes maximausH de G. G’est un sous-groupe caracteristique de G. 

Un probleme interessant est de savoir a quelles conditions une partie S' de G engendre 
le groupe G. On a la proposition suivante : 

Proposition 3.17 Soit S une partie de G et soit H le sous-groupe engendre par S. On 
a H = G si et seulement si H.^{G) = G, i.e. si S engendre G/d>(G). 

En effet, si H.^{G) = G et H ^ G, il existe H' maximal contenant H et distinct de G ; 
<L(G) est aussi contenu dans H' par definition : G = H.(^{G) est done contenu dans H\ 
ce qui est absurde. □ 

Theoreme 3.18 Le groupe <b(G) est nilpotent. 

On va utiliser la caracterisation (3) du th. 13.141 Soit S un p-Sylow de ^(G) (pour un 
p premier quelconque). On a vu dans I’etude des groupes de Sylow (prop. 12.1011 que 
G = ^{G).Ng{S). D’apres la proposition ci-dessus, on a Ng{S) = G, done S est normal 
dans G, done dans <L(G), done est I’unique p-Sylow de 4’(G) qui est alors nilpotent. □ 

Dans le cas oti G est un p-groupe, on a une caracterisation simple de 4>(G) : 

^Un sous-groupe H de G est dit maximal s’il est distinct de G et maximal pour cette propriety; on 
dit alors que Taction de G sur G/H est primitive. 
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Theoreme 3.19 Si G est un p-groupe, d>(G) est le sous-groupe engendre par les com- 
mutateurs et les puissances p-iemes de G, i.e. ^{G) = (G, G).G^. 

Si G est d’ordre p"^, ses sous-groupes H maximaux sent d’ordre p"'~^, done sont normaux, 
done sont des noyaux d’homomorphismes surjectifs de G dans G/H ~ Z/pZ (et reci- 
proqnement nn tel homomorphisme definit nn sons-groupe maximal de G). Done d>(G) 
est I’intersection des noyaux d’homomorphismes surjectifs de G dans Z/pZ. Or un tel 
homomorphisme est trivial sur {G,G) et G^. Done {G,G).GP C ‘h(G). 

Reciproquement V = G/{G,G).G’^ est un espace vectoriel sur Z/pZ, dans lequel 0 est 
intersection d’hyperplans. Or nn hyperplan est le noyan d’un homomorphisme de V dans 
Z/pZ. Le groupe {G,G).G^ contient done d)(G). Finalement d>(G) = {G,G).GP. □ 

Application. G/<f>(G) est done le plus grand quotient de G qni soit abelien elementaire 
(i.e. produit de groupes cycliques d’ordre p). 

Corollaire 3.20 Une partie S de G engendre G si et seulement si son image dans 
G/{G,G).GP engendre ce groupe. 

En effet, on a alors (5).‘h(G) = G done {S) = G. □ 

Ainsi le cardinal minimum d’une partie S generatrice de G est dimpp (G/<1>(G)) (dans 
le cas on G est nn p-groupe). 

Caracterisations par les sous-groupes d deux generateurs. On pent dans la meme veine 
etndier si les proprietes de certains sons-groupes de G permettent de demontrer des 
proprietes analogues pour le groupe tout entier. 

Proposition 3.21 Soit G un groupe (resp. un groupe fini). Supposons que tout sous- 
groupe de G engendre par deux elements soit commutatif (resp. nilpotent). Alors G est 
commutatif (resp. nilpotent). 

Soient x,y e G. Le groupe (x,y) est commutatif, done xy = yx. Ponr les groupes 
nilpotents finis, on utilise la caracterisation (5) du th. 13.141 □ 

On pent se demander si un theoreme analogue est vrai pour les groupes resolubles. On 
va d’abord definir la notion de groupe simple minimal. Soit G un groupe hni simple non 
abelien. On dit que G est minimal si tout sous-groupe de G distinct de G est resoluble. 

Lemme 3.22 Si G n’est pas resoluble, il existe un sous-groupe H de G et un sous-groupe 
normal K de H, tels que H/K soit simple minimal. 

Exemple. G = Aq est simple (non minimal) ; on pent prendre H = A^ et K = {1}. 

Demonstration. Soit H un sons-groupe non resoluble minimal de G et soit K un sons- 
groupe normal de H, distinct de H, et maximal. Le groupe K est resoluble (car stricte- 
ment contenu dans H). Le quotient H/K est simple (car K est maximal) et non abelien 
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(sinon H serait resoluble); il est de plus minimal (tout sous-groupe s’obtient comme quo¬ 
tient par K d’un sous-groupe H' contenant K et contenu dans H, done est resoluble). 

On a alors une reponse partielle a notre question : 

Proposition 3.23 Les deux assertions suivantes sont equivalentes : 

(1) Tout groupe simple minimal pent etre engendre par deux elements. 

(2) Tout groupe tel que ses sous-groupes engendres par deux elements soient resolubles 
est resoluble. 

Supposons (2). Soit G simple minimal; si {x, y) ^ G pour tout couple (x, y) G GxG, alors 
{x,y) est resoluble comme sous-groupe de G strict et d’apres (2), G est aussi resoluble, 
ce qui est impossible. 

Supposons (1). Si G n’est pas resoluble, il existe H et K comme dans le lemme [3.221 
Le groupe H/K est simple minimal done engendre par deux elements x et y. Soit H' 
le sous-groupe de H engendre par x et y (representants respectifs de x et y). C’est un 
groupe resoluble par hypothese ] ox H/K est I’image par projection de H' done est aussi 
resoluble, ce qui est absurde. □ 

On est done ramene au probleme suivant : trouver la liste de tons les groupes simples 
minimaux et chercher s’ils sont engendres par deux elements. Ce probleme a ete resolu 
par Thompson, qui a montr^ que tout groupe simple minimal est isomorphe a I’un des 
suivants (que Ton peut engendrer par deux elements) : 

- PSL 2 (Fp), p ^ 5, p ^ ±1 (mod 5), 

- PSL 2 (F 2 p), p premier ^ 3, 

- PSL 2 (F 3 p), p premier ^ 3, 

- PSL3(F3), 

- groupes de Suzuki Sz{ 2P), p premier ^ 3. 

Signalons un probleme : est-il vrai qu’nn groupe simple non abelien qni est minimal au 
sens naif (i.e. qui ne contient pas de sous-groupe propre non abelien qui soit simple) est 
minimal an sens defini plus haut 


^References : J.G. Thompson, Non solvable finite groups all of whose local subgroups are solvable, I, 
II, ..., VI, Bull. A.M.S. 74 ( 1968 ), 383 - 437; Pac. J. Math. 33 ( 1970 ), 451 - 536 ; ... ; Pac. J. Math. 
51 ( 1974 ), 573 - 630. 

Il existe une demonstration independante du theoreme de classification de Thompson : P. Flavell, 
Finite groups in which two elements generate a solvable group, Invent, math. 121 ( 1995 ), 279 — 285. 
■^Reponse : oui, d’apres la classification des groupes simples. 






Chapitre 4 


Cohomologie et extensions 


4.1 Definitions 

Soient G un groupe (note multiplicativement) et A un G-module (autrement dit un 
groupe abelien note additivement sur lequel G opere par automorphismes). On note sa 
le transforme de I’element a G A par I’element s G G. On a 

{st)a = s{ta), 
la = a, 

5(01+02) = 501 + 502 , 

si 5 ,t G G et 0,01,02 G A. 

Des exemples d’une telle situation sont donnes par : 

(1) Action triviale d’un groupe G sur un groupe abelien A : sa = a pour 5 G G et o G A. 

(2) Si L est une extension galoisienne du corps K, de groupe de Galois G, alors G opere 
par automorphismes sur L muni de I’addition ou L* muni de la multiplication. 

Definition 4.1 Soit n un entier positif ou nul. On appelle n-cochaine, ou cochaine de 
degre n sur G a valeurs dans A toute fonction de n variables de G d valeurs dans A : 

(GxGx---xG —> A 

\ ( si , S2 , ■ ■ ■ , Sfi ) I > /(51, 52 , • • • , 5 fj). 

L’ensemble des cochaines, muni de I’addition induite par celle de A, forme un groupe 
abelien note G"'(G, A). 

Exemples. 

n = 0 : par convention, une fonction de 0 variable a valeurs dans A est un element de A. 
D’ou G°(G, A) = A. On note fa I’element de G°(G, A) correspondant a I’element o G A. 

n = 1 : Gi(G,A) = {/ : G^ A}. 

n = 2 : G2(G, A) = {/ : G x G ^ A}. 
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Definition 4.2 Si f G C'^{G,A), on appelle cobord de f et on note df (’element de 
defini par la formule : 

n 

df {si, . . . , Sfn = Slf[s2,---1 Sn+l) + 'y ^ ( l) /('Sl) • • • J Sj_l, . . . ) 

+ (-1)’^+V(S1, • • ■,Sn)- 


Regardons ce qu’est d pour les petites valeurs de n. 

• d : G°{G,A) —. G^G,A). Soit aG A-, on cherche dfa- On a dfa{s) = sa — a. Noter 
que dfa = 0 si et seulement si a est fixe par G. 

• d : G^{G,A) —> G‘^{G,A). Soit / une 1-cochaine; on a 

d/(s, t) = sf{t) - f{st) + fis). 

• d : C2(G, A) —> G^{G, A). Soit / une 2-cochaine ; on a 

df{u, V, w) = uf{v, w) - f{uv, w) + f{u, vw) - f{u, v). 

Theoreme 4.1 (Formule fondamentale) On a do d = 0. Autrement dit, le compose 
G^{G, A) G^+^{G, A) C"+2(G, A) 


est nul. 

Nous allons faire la verification seulement dans les cas n = 0 et n = 1, laissant en exercice 
la verification generate. 

Soit a G A. On a dfa{s) = sa — a d’ou 

dod (/a)(s, t) = sdfa{t) - dfa{st) + dfa{s) 

= s{ta — a) — (sta — a) + (sa — a) 

= 0 . 


Regardons maintenant / G G^(G,A) : 


do d(f)(u,v,w) 


u df(v, w) — df(uv, w) + df(u, vw) — df(u, v) 
u(vf(w) — f(vw) + f(v)) — (uvf(w) — f(uvw) + f(uv)) 

+ (ufivw) - f(uvw) + f(u)) - {uf(v) - f(uv) + f(u)) 

0 . 

□ 


Definition 4.3 Une n-cochame f est dite un re-cocycle si df = 0. File est dite un n- 
cobord s’il existe une (re — l)-cochame g telle que f = dg. 

D’apres le th. 14.11 tout re-cobord est un re-cocycle. On note Z’"'(G,A) le groupe des re¬ 
cocycles et B’^(G,A) le groupe des re-cobords. 

On note H'’^(G, A) le groupe quotient Z'"'(G, A)/B'^(G, A) et on I’appelle le n-ieme groupe 
de cohomologie de G d valeurs dans A. 
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Exemples. 

(1) Pour n = 0, on convient que = {0}. En notant A'^ le groupe des elements de A 
fixes par G, on a vu que 

dfa = 0 a G A^, 

et done H^{G,A) = A^. 

(2) Pour n = 1, un element de Z^{G,A) est une application / de G dans A telle que 
df{s,t) = 0 pour tous G G, ce qui donne 

f(st) = sf{t) + f{s). 

On dit que / est un homomorphisme croise. Si I’action de G sur A est triviale, on a 
sf{t) = f{t) et / est un homomorphisme de G dans A; comme B^{G,A) = {0}, on a 
alors 

H\G,A) = Hom(G,^), 

oil Hom(G, A) est le groupe des homomorphismes de groupes de G dans A. 

(3) Pour n = 2, une 2-cochaine / est un 2-cocycle si 

uf{v, w) - f{uv, w) + f{u, vw) - f{u, n) = 0 
pour tous u,v,w G G. Une telle cochaine s’appelle aussi un systeme de facteurs. 


4.2 Extensions 

Definition 4.4 Soient A et G deux groupes. On dit que E est une extension de G par 
A si I’on a une suite exacte 

{1}-^4- >E - >G -^{1} 


avec A normal dans E. 

Remarque. Dans ce §, on suppose A commutatif. 

Toute extension E de G par A definit une action de G sur A de la maniere suivante : 
remarquons d’abord que E agit sur A par automorphismes interieurs (puisque A est 
normal dans E) ; on a un homomorphisme 

f E —> Aut(yl) 

\ e I—> Int(e)|A, 

qui passe au quotient G : en effet, si s G G, on choisit e G E qui releve s ; alors Int(e) ne 
depend pas du choix du relevement de s ; changer e en e' au dessus de s revient en effet 
a le multiplier par un element a de A, or a agit trivialement sur A par automorphismes 
interieurs puisque A est abelien. Done G agit sur A : 


E 


> Aut(yl) 
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On va done considerer A comme un G-module; les lois de groupe etant ecrites multipli- 
cativement, la loi d’action de G sur A sera ecrite pour a € A et s G G. On va associer 
a toute extension de G par A une classe de cohomologie de H^{G, A) qui determine cette 
extension a isomorphisme pres. Et Ton verra que tout element de H^{G,A) pent etre 
obtenu ainsi, cf. th. [431 

Soit E une extension de G par ^; on a une surjection tt de E sur G. 

Definition 4.5 Une section h deir est une application de G dans E telle que vro/i = Idg. 


E 



Au-dessus de s G G, on choisit un point dans la fibre vr ^(s). Tout element e £ E s’ecrit 
alors de maniere unique ah{x), avec a £ A et x £ G (en fait x = 7r(e)). 

Cherchons a mettre sous la forme ch{z) I’element ah{x)hh{y). On a 

ah{x)bh{y) = ah{x)bh{x)~^h{x)h{y). 

L’action de rr G G sur A est donnee par Taction de Tautomorphisme interieur d’un 
element de E au-dessus de x, par exemple h{x). Done h{x)hh{x)~^ = ^b (qui est dans 
A, puisque A est normal). Posons 

h{x)h{y) = fh{x,y)h{xy). 

On a fh{x,y) £ A puisque h{x)h{y) et h{xy) ont meme image dans G par tt. On a 
finalement obtenu : 

ah{x)bh{y) = a'^bfh{x,y)h{xy) 

avec a^bfh{x,y) £ A. 

Nous allons maintenant voir comment fh varie avec h. Soient done h et h' deux sections 
de TT (/i,/i' : G —> E). Alors h{s) et h'{s) different par un element de A. Posons h'{s) = 
l{s)h{s) ; Tapplication I est une 1-cochaine de G a valeurs dans A. Calculous fh' a Taide 
de I et de fh- On a 


h'{s)h'{t) = fhfs,t)h'{st) = fh'{s,t)l{st)h{st), 


mais 


d’oii Ton tire 


h'{s)h'{t) = l{s)h{s)l{t)h{t) 

= l{s)h{s)l{t)h{s)~^h{s)h{t) 


= Ks)''Kt)fh{s,t)Kst) ^ 
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car A est commutatif. Or, en notation multiplicative, on a 

dl{s,t) = ‘^l{t)l{s)l{st)~^. 


D’ou 


fh' = fhdl. 


Done, quand h varie, fh ne change que par multiplication par un cobord. On pent done 
associer a E la classe de cohomologie de fh dans H‘^{G,A); appelons e cette classe. 
Quand trouve-t-on e = 0 ? Cela signifie (en notation multiplicative) qu’il existe une 
section h telle que fh{s,t) = 1 pour tous s,t G G, i.e. que h est un homomorphisme. 


Definition 4.6 Une extension E de G par A est dite triviale s’il existe un homomor¬ 
phisme h : G ^ E telle que n o h = Idc (ou, de fagon equivalente, si e = 0). 

Examinons une telle extension : tout element de E s’ecrit ah{s) de maniere unique et 
ah{s)hh{t) = a^bh{st). Done on connait E des qu’on connait A, G et Taction de G sur 
A. Le groupe E est isomorphe au groupe des couples (a, s) avec a G A et s G G, muni 
de la loi 

(a, s){b, f) = (a^6, st). 

On appelle un tel E un produit semi-direct de G par A. On vient de voir : la classe nulle 
de H‘^{G,A) correspond a Textension triviale de G par A, qui est le produit semi-direct 
de G par A defini par Taction de G sur A. 


Theoreme 4.2 L’application fh est un 2-cocycle de G d valeurs dans A. 

II faut verifier que fh appartient au noyau de d, Thomomorphisme de cobord. L’ecriture 
est ici multiplicative; il faut done voir que 

dfhiu,v,w) = 1 


pour tous u,v,wGG]oi dfh s’ecrit 

dfh{u,v,w) = ^fhiv,w)fh{u,vw)fh{uv,w)~^fh{u,v)~^ 


Nous allons ecrire h{u)h{v)h{w) sous la forme ah{uvw) avec a G A de deux manieres 
differentes en utilisant Tassociativite de la loi de groupe dans E. 

On a 

[h{u)h{v))h{w) = fhiu,v)fh{uv,w)h{uvw) 


et 


d’ou 


h{u){h{v)h{w)) =^fh{v , w)fh{u, vw)h{uvw) 
'^fh{v,w)fh{u,vw) = fh{u,v)fh{uv,w) 


ce qui est bien 


dfh{u,v,w) = 1. 


□ 


Nous allons enfin voir : 
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Theoreme 4.3 Toute classe de cohomologie de H‘^{G,A) correspond d une extension 
de G par A. 

On va reconstruire la situation precedente : soit / G Z‘^{G,A). Definissons E ensemblis- 
tement par E = A x G. On definit la loi de E par 

(a,s)(6,t) = (a^6/(s,t),st). 

Tout d’abord E est un groupe : 

• La loi est associative : le calcul fait ci-dessus pour voir que fh est un 2-cocycle a partir 
de I’associativite de la loi de E se reprend a I’envers. 

• Si e = /(1,1)“^, alors Lelement (e, 1) est element neutre. En effet, 

(a,s)(e, 1) = (a%/(s,l),s) 
or / est un 2-cocycle done df = 1 et 

df{s, 1,1) = 7(1, l)/(s, 1)“V('S, l)/(s, 1) 

done 

1 = df{s,1,1) = %"V(s,l)“^ 

et (e, 1) est bien element neutre. 

• On fait de meme le calcul de I’inverse. 

On a un homomorphisme surjectif evident de E dans G : 

f E —> G 

\(a,s) I—> s 

et I’application 

r A —> E 

\ a I—> (ae, 1) 

est un homorphisme (car A est abelien) evidemment injectif. 

Finalement on a bien : 


{1}-^Gl- >E - ^G -^{1}. 


□ 


Interpretation de H^{G,A) en termes d’extensions. Soit E une extension triviale de G 
par A. Choisissons une section h : G —>■ E qui soit un homomorphisme (ce qui identifie E 
au produit semi-direct G.A). Soit h' une autre section; on pent ecrire h' de fagon unique 
comme h' = l.h, ou I est une 1-cochaine G ^ A. On a fh' = fh-dl = dl puisque fh = l. 
Pour que h' soit un homomorphisme, il faut et il sufht que fh' = 1, i.e. que dl = 1, 
autrement dit que I soit un 1-cocycle. 

D’autre part, si on conjugue h par un element a de A, on obtient une section qui est un 
homomorphisme. Soit h' cette section. A quoi cela correspond-il en termes de I ? On a 

h'{x) = ah{x)a~^ = l{x)h{x) 

avec l{x) = a^a~^. Done I = dfa (ou fa est I’element de G^{G,A) correspondant a a). 
Done I doit etre un cobord. D’ou : 
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Theoreme 4.4 Les classes de conjugaison (par les elements de A, ou de G) des sections 
de E qui sont des homomorphismes correspondent bijectivement aux elements du groupe 
de cohomologie H^{G,A). 

[Noter que cette correspondance depend du choix de h. Une fagon plus intrinseque de 
s’exprimer consiste a dire que I’ensemble des classes de sections-homomorphismes est un 
espace principal homogene (« torseur ») sous Taction de H^{G,A).] 

Corollaire 4.5 Pour que les sections de vr qui sont des homomorphismes soient conju- 
guees, il faut et il suffit que H^{G,A) = {0}. 

4.3 Groupes finis : un critere de nullite 

Soit G un groupe a m elements et soit A un G-module. 

Theoreme 4.6 Soient n ^ 1 et x ^ H"'{G,A). On a mx = 0. 

Soit / G Z^{G,A) un n-cocycle representant x. Il faut construire F G C^~^{G, A) tel 
que dF = mf. 

Prenons Fi{si ,... ,Sn-i) = Comme / G Z^{G,A), on a df = 0. 

Or 

df (si) • • • ) -Sn+l) — Slf (s2, • • • ) -Sn+l) /(si'S2) -SS; • • • ; -Sn+l) + ' ' ' 

+ • • • , SnSn+l) + (-1)”+V(S1, ■ ■ ■ , Sn) 

= 0. 

Done 

df{si,...,Sn+l) = SiFi{s2, . . . , Sn) - Fi{siS2, . . . , Sn) -\ - 

^n+l^G 

+ (-l)”^Fi(si, . . . ,Sn-l) + . . .,Sn)- 

On a utilise le fait que si s^+i parcourt G, SnSn+i aussi {sn etant fixe). On a ainsi obtenu 

...,Sn) = dFi{si,.. .,Sn). 

On pose done F = (—qui verifie dF = mf, d’ou le resultat. □ 

Corollaire 4.7 Si I’application a ^ ma est un automorphisme de A (m etant I’ordre 
de G) alors H'^{G,A) = {0} pour tout n ^ 1. 

En effet, x mx est alors un automorphisme de C'^{G,A) qui commute a d. Done 
e’est un automorphisme de H'^{G,A) par passage au quotient. Or e’est dans ce cas 
Tapplication nulle d’ou H"'{G,A) = {0}. □ 

Corollaire 4.8 Si G et A sont finis d’ordres premiers entre eux alors H^{G,A) = {0} 
pour tout n ^ 1. 
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En effet a i—> ma est alors un automorphisme de A. □ 

Corollaire 4.9 Si G et A sont finis d’ordres premiers entre eux alors : 

(1) Toute extension E de G par A est triviale. 

(2) Deux homomorphismes sections de G ^ E sont conjugues par un element de A. 

On a H’^{G, A) = {0} si n ^ 1. Le cas n = 2 donne (1) et le cas n = 1 donne (2) d’apres 
retude faite en W^Ii □ 

4.4 Extensions de groupes d’ordres premiers entre eux 

Nous allons etendre certains resultats sur les extensions d’un groupe G par un groupe A 
commutatif an cas oii A est resoluble ou meme quelconque. 

Theoreme 4.10 (Zassenhaus) Soient A et G deux groupes finis d’ordres premiers 
entre eux et considerons une extension {1} >{1}. Alors : 

(1) II existe un sous-groupe de E ( supplementaire de qui se projette isomorphique- 
ment sur G (E est produit semi-direct). 

(2) Si A ou G est resoluble, deux tels sous-groupes sont conjugues par un element de 
A (ou de E, cela revient au meme). 

On raisonne par recurrence sur |E| ; on pent supposer A et G distincts de {1}. 

Premier cas : A est resoluble. On demontre d’abord le 

Lemme 4.11 Soit X un groupe resoluble non reduit a {1}. II existe un nombre premier 
p et un p-sous-groupe Y de X distinct de {1} tel que Y soit abelien elementaire et 
caracteristique. 

On rappelle qu’un p-groupe abelien est dit elementaire si ses elements distincts de 1 sont 
d’ordre p et qu’un sous-groupe d’un groupe X est caracteristique s’il est stable par tout 
automorphisme de X. 

Demonstration du lemme. Soient E*(X) les derives successifs de X. Comme X est 
resoluble, il existe i tel que E®(X) est distinct de {1} et est reduit a {1}. Alors 

D'fiX) est un sous-groupe de X abelien et different de {!}. De plus, il est caracteristique. 
Soit alors p divisant I’ordre de D’'{X) et soit Y le groupe des elements de E*(X) d’ordre 
divisant p. Alors Y est abelien, different de {!}, caracteristique (un automorphisme de 
X transforme un element d’ordre p en un autre de meme ordre) et est un p-groupe 
elementaire. □ 

Retour a la demonstration du theoreme. Appliquons le lemme avec X = A et Y = A' 
et remarquons que A' est normal dans E : un automorphisme interieur de E restreint 
a A est un automorphisme de A (car A est normal dans E) et laisse done A', qui est 
caracteristique, invariant. 
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Si ^ = A!^ alors A est abelien et le theoreme est connu. Sinon, comme A! est normal 
dans E, on pent passer an quotient par At! et on obtient la suite exacte 

{1}-^ AjJ^ -^ EjA! -^ G -^ {1} . 

La situation se decrit par le diagramme suivant : 

E 

TV 

/■' E/A' 

G - -^ E/A 

Comme E/A' est de cardinal strictement inferieur a celui de E, I’hypothese de recurrence 
entraine qne G se releve en un sous-groupe G' de E/A'. Soit E' I’image reciproque de G' 
par la projection E —> E/A'. Alors on a la suite exacte 

{1}-^ A' -^ E' -^ G' -^ {1} ■ 

Or A' est abelien. D’apres le S 14.31 on pent done relever G' en un sons-groupe de E'. On 
obtient ainsi un relevement de G dans E. 

Montrons qne deux tels relevements G' et G" sont conjugues par un element de A. On a 

E = A.G' et E = A.G". 

L’hypothese de recurrence, appliquee a E/A', montre qu’il existe a G A tel que aG'a~^ 
et G" aient meme image dans E/A'. Qnitte a remplacer G' par aG'a~^, on pent done 
supposer que A'.G' = A'.G". La conjugaison par un element de A de G' et G" resulte 
alors du cas abelien (cf. S 14.311 . applique a A'.G' = A'.G". 

Deuxieme cas : assertion (1) dans le cas general. Soit p premier divisant I’ordre de A et 
soit S un p-Sylow de A (cf. § 12.211 . Soit E' le normalisateur dans E de S. D’apres le § 
12.31 on a E = A.E'. Soit A' = E' n A] A' est normal dans E' et Ton a la suite exacte 

{1}-^ A' -^ E' -^ G -^ {1} . 


Distinguons deux cas : 

• Si \E'\ < |E|, I’hypothese de recurrence permet de relever G dans E', done dans E. 

• Si \E'\ = |E| alors S est normal dans E done aussi dans A. On passe au quotient : 

{1}-^ A/S -^ E/S -^ G -^ {1} 

avec E/S de cardinal strictement inferieur a celui de E. Par I’hypothese de recurrence, 
G se releve en Gi de E/S. Soit Ei I’image reciproque de Gi par la projection E E/S. 
On a la suite exacte 


{1}-^ S -^ El -^ G -^ {!}. 


Or S est un p-groupe done est resoluble et I’on est ramene au premier cas. 
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Troisieme cas : assertion (2) lorsque G est resoluble. Soient G et G' deux relevements 
de G dans E. On a 

E = A.G' et E = A.G". 

Soient p un nombre premier et I un sous-groupe abelien normal different de {1} de G 
(cf. lemme IdOTTl et soit I son image reciproque dans E par la projection E ^ G. Soient 

/' = 7n G' et I" = 7n G". On a 


A.I' = A.I" {= I). 

Les groupes I' et I" sont des p-Sylow de /; il existe done x e / tel que I" = xl'x ~^; si 
on ecrit x sous la forme ay avec a e ^ et y G on a I" = al'a~^. Quitte a remplacer 
I' par on pent done supposer I" = I'. 

Soit N le normalisateur de I' = I" dans E. On a G' C et G" <Z N. Si N est distinct 
de E, I’hypothese de recurrence appliquee a N montre que G' et G" sont conjugues. 
Si N = E, autrement dit si I' est normal dans E, I’liypothese de recurrence appliquee 
a E/I' montre qu’il existe a G ^ tel que I'.aG'a~^ = I'.G". Puisque I' est normal et 
contenu a la fois dans G' et G", cela entraine 

aG'a-^ = G", 


d’ou le resultat. □ 

Remarque. L’hypothese « ^ ou G est resoluble » faite dans (2) est automatiquement 
satisfaite d’apres le theoreme de Feit-Thompson (cf. S 13.Ill disant que tout groupe d’ordre 
impair est resoluble. 


4.5 Relevements d’homomorphismes 

Soient {1} —> ^ ^ <1> —> {1} une suite exacte , G un groupe et (p un homomorphisme 

de G dans 4>. Peut-on relever p en un homomorphisme de G dans E7 

{1}-- >E^^^ -^{1} 

K, -t- 

V’ ■■■■.. 

G 

La question equivaut a celle du relevement de G dans une extension E^p de G par A 
associee a (p, dehnie de la fagon suivante : 

= {( 5 ,e) G G X F; I p{g) = 7r(e)} 

muni de la loi de groupe habituelle pour le produit cartesien. Alors A se plonge dans E^ 
par o I—> (1, a) et E^ se projette sur G par (y, e) g. 
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On a la suite exacte 


{1}-^ A -^ ^ G -^ {1} . 

(on dit parfois que est I’image reciproque (« pull-back ») de I’extension E par I’ho- 
momorphisme (p). 

Voyons I’equivalence des deux problemes. Soit V' un relevement de (p. Alors I’ensemble 
G^p = {{g,'ip{g)), g G G} est un sous-groupe de E^ qui est un relevement de G. 

Soit maintenant G' un relevement de G. Alors G' est forme de couples {g, e) avec g G G 
ei e G E, chaque g G G apparaissant dans un et un seul couple. Alors V' defini par 
V’(fl') = e est un homomorphisme qui releve tp. 

De plus, deux relevements 'll)' et )()" sont conjugues par a G A si et seulement si G^i et 
Gpjn sont conjugues par (l,o) G E^p. Le S 14.41 do nn e alors le 

Theoreme 4.12 Soit {1} —> A —> iii —> $ —> {1} une suite exacte et soit p un homo¬ 
morphisme d’un groupe G dans le groupe 4>. Supposons G et A finis d’ordres premiers 
entre eux. Alors : 

(1) II existe un homomorphisme de G dans E qui releve p. 

(2) Si G ou A est resoluble, deux tels homomorphismes sont conjugues par un element 
de A. 

Application. On se donne un homomorphisme p : G ^ GL„(Z/pZ) ou p ne divise pas 
I’ordre de G. On va voir qu’on peut relever p en pa '■ G ^ GLn,(Z/p“Z) pour tout afi\. 

CommeuQons par relever p en p 2 . On a la suite exacte 

{1}-^ A-^ GL„(Z/p2z)-> Q,-hni^lp7l) -^ {1} 

ou A est forme des matrices de la forme 1 -|- pX avec X matrice n x n modulo p et ou 
I’application de GL„(Z/p^Z) dans GL„(Z/pZ) est la reduction modulo p. Le groupe A 
est alors isomorphe a M„(Z/pZ) qui est un p-groupe abelien. On peut done appliquer 
le theoreme precedent et relever p en p 2 de maniere essentiellement unique. 

Le meme argument permet de relever pa en Pa+i ■ On a la suite exacte 

{1}-^ A-^ GL„(Z/p“+iZ)-^ GEniZjp^Z) -^ {1} . 

‘fa + l 

^ a 

G^ 

On peut passer a la limite projective : comme lim(Z/p"Z) = Zp, on obtient une repre¬ 
sentation 

Poo '■ G ^ GL^(Zp) ^ GL, 2 (Qp) • 

Or Qp est de caracteristique 0 : ainsi, a partir d’une representation en caracteristique p, 
on en obtient une en caracterisque 0. 


















Chapitre 5 


Groupes resolubles et sous-groupes 
de Hall 


Nous allons essayer de generaliser les theoremes de Sylow. Le probleme etait alors le 
suivant : soit G un groupe d’ordre (ou p est premier), existe-t-il, pour tout 

nombre premier p, un sous-groupe de G d’ordre ? 

On pent se demander si, plus generalement, pour tout n divisant I’ordre de G, on pent 
trouver un sous-groupe de G d’ordre n. C’est vrai si G est nilpotent, mais faux sans 
hypothese sur G ; meme « G resoluble » est insuffisant : le groupe A 4 , d’ordre 12 est 
resoluble et n’a pas de sous-groupe d’ordre 6. On va done faire des hypotheses plus 
restrictives sur n. 


5.1 H-sous-groupes 

Soit n un ensemble de nombres premiers et soit 11' son complementaire. Si n e N, on 
ecrit n = nn^n', avec nn (resp. nn') divisible uniquement par des elements de 11 (resp. 
n'). Un groupe G est appele un H-groupe si tons les facteurs premiers de I’ordre de G 
appartiennent a 11. 

Le probleme consiste en la recherche des H-sous-groupes d’un groupe donne et de ses 
n -sous-groupes maximaux tels qu’ils sont definis ci-dessous. 

Definition 5.1 SoitG un groupe et soitH un ensemble de nombres premiers. On appelle 
H-Sylow ou H-sous-groupe de Hall de G un sous-groupe H tel que \H\ = IGln- 

Remarque. Si H = {p}, un H-Sylow de G est un p-Sylow de G. 

Theoreme 5.1 (P. Hall) Soient G un groupe resoluble et H un ensemble de nombres 
premiers. Alors : 

(1) G possede des H-Sylow. 

(2) Soient 5n un H-Sylow de G et H un H-sous-groupe de G. Alors H est contenu 
dans un conjugue de Sn- 

La demonstration de ce theoreme sera donnee au §[53 
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Corollaire 5.2 Deux D-Sylow d’un groupe resoluble sont conjugues. 

L’hypothese « resoluble » est essentielle : 

Theoreme 5.3 Si pour tout ensemble 11 de nombres premiers, G possede un D-Sylow, 
alors G est resoluble. 

La demonstration sera donnee au § 15.61 

Theoreme 5.4 (Burnside) Soient p et q deux nombres premiers. Tout groupe d’ordre 

pa 

est resoluble. 

En effet, la question de I’existence de H-Sylow ne se pose vraiment que si IT = {p} ou 
{g} ou {p,q}. Les theoremes de Sylow (cf. § 12.211 repondent dans les deux premiers cas 
et G lui-meme convient dans le troisieme. Le th. 15.31 assure alors que G est resoluble. □ 

En fait le theoreme de Burnside sera demontre en annexe (cf. th. IA.21h par la theorie 
des caracteres et il sera utilise dans la demonstration du th. 15.31 

5.2 Preliminaires : sous-groupes permutables 

Nous allons demontrer quelques lemmes sur les produits de sous-groupes. 

Soient A et B deux sous-groupes d’un groupe G. Notons A.B I’ensemble des produits 
ab, oil a & A et b G B. 

Lemme 5.5 II y a equivalence entre : 

(1) A.B = B.A. 

(2) A.B est un sous-groupe de G. 

(1) => (2) car si A.B = B.A, on a A.B.A.B C A.A.B.B C A.B et {A.B)~^ C B.A = A.B 
et A.B est un sous-groupe de G. 

(2) (1) Si A.B est un sous-groupe de G, on a A.B = {A.B)~^ = B.A. □ 

On dit que deux groupes A et B sont permutables si A.B = B.A. 

Lemme 5.6 Soient Ai,..., A^ des sous-groupes de G deux a deux permutables. Alors 
Ai... An est un sous-groupe de G. 

La demonstration se fait par recurrence sur n. Le lemme 15.51 donne le cas n = 2. 
D’apres I’hypothese de recurrence, Ai ... An-i est un groupe. II est permutable avec An 
car Ai ... An-i.An = Ai ... An.An-i, d’ou apres (n — 1) operations Ai... An-i.An = 
An.Ai... An-i- D’apres le lemme [531 Ai... An est un sous-groupe de G. □ 
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Lemme 5.7 II y a equivalence entre : 

(1) A.B = G. 

(1 ’) B.A = G. 

(2) G opere tmnsitivement sur G/A x GjB. 

De plus, si G est fini, ces proprietes sont equivalentes a chacune des suivantes : 

(3) {G : Af^ B) = {G : A).{G : B). 

(S’) {G : An B) ^ {G : A).{G : B). 

En effet : 

(1) (1') car si A.B = G, A.B est un sous-groupe et d’apres le lemme 15.51 on a 

A.B = B.A, done B.A = G. 

(1) => (2) II s’agit de prouver que pour tons gi,g 2 £ G, il existe s' G G tel que g G giA et 
g G g 2 B. Or par liypothese, il existe a G A et 6 G tels que sf ^52 = ab, d’ou <710 = g 2 b~^ 
et relement g = gia = g 2 b~^ convient. 

(2) (1) Le groupe G opere transitivement sur G/A x G/B. Prenons done, pour tout 
gi G G, un element s' G G tel que g G l.A et s S gi-B. Cela entraine si G A.B, i.e. 
A.B = G. 

Soit maintenant G un groupe fini. Montrons (2) 44^ (3). Soit 1 I’image de I’element unite 
de G dans G/A (resp. G/B). Le stablisateur de (1,1) par Taction de G sur G/A x G/B 
est AnB.he nombre n d’elements de Torbite de (1,1) est done Tindice {G : An B) de 
AnB dans G. Or 

G opere transitivement sur G/A x G/B n = \G/A\ x |G/i?| 

^ n = {G : A){G ■. B) 

^ {G:AnB) = {G:A){G:B), 

ce qui est bien Tequivalence entre (2) et (3). 

( 3 ') (3) car (G : A n B) est le cardinal de Torbite de (1,1), cardinal majore par celui 

de G/A X G/B, qui est (G : A){G : B). □ 

Lemme 5.8 Les proprietes du lemme 15.71 sont vraies si les indices de A et B dans G 
sont premiers entre eux. 

En effet, {G : An B) est divisible par (G : A) et (G : B) done par leur produit, ce qui 
prouve (3^) du lemme precedent. □ 


5.3 Systemes permutables de sous-groupes de Sylow 

Soit G un groupe. Pour tout nombre premier p, choisissons un p-Sylow Hp de G. Nous 
dirons que le systeme {Hp} est permutahle si les Hp sont deux a deux permutables 
au sens du § 15.21 Dans ce cas, si LI est un ensemble de nombres premiers, le groupe 
Hn = npmHp est un Ll-sous-groupe de G. 

Theoreme 5.9 Si G est resoluble, G possede un systeme permutahle de sous-groupes de 
Sylow. 
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La demonstration se fait par recurrence sur I’ordre de G. On suppose G / {1} ; d’apres 
le lemmedUll il existe alors un nombre premier pQ et un po-sous-groupe normal ^ de G 
distinct de {!}. D’apres I’hypothese de recurrence, le groupe G/A possMe un systeme 
permutable {Hp} de p-Sylow. Soit H' = Op^po sous-groupe de G/A d’ordre 

Op^po l-^pl- Soit G' son image reciproque dans G, on a une suite exacte : 

{1}-^ A -^ G'-^ ff' -^ {1} ■ 

Comme A et H' sont d’ordres premiers entre eux, il existe un sous-groupe H de G qui 
releve H' (cf. §4.4). Si p / po, posons Hp le sous-groupe de H qui releve Hp ; les Hp sont 
des p-Sylow de G deux a deux permutables. Pour p = po, definissons Hp comme I’image 
reciproque de Hp^ dans G. C’est un po-Sylow de G qui permute aux Hp (p ^ po). Le 
systeme {Hp} repond done a la question. □ 


5.4 Demonstration du th. 15.1 

L’assertion (1) sur I’existence de Ll-Sylow resulte du th. 15.91 et du lemme (5^ 

Prouvons I’assertion (2) par recurrence sur I’ordre de G. Prenons comme au § 15.31 un 
po-sous-groupe normal ^ de G distinct de {!}. Soient H' et 5^ les images respectives 
de H et 5n dans G' = G/A. D’apres I’hypothese de recurrence H' est contenu dans un 
conjugue de 5^. Quitte a remplacer H' par un de ses conjugues, on pent done supposer 
H' C S'^. Il faut maintenant examiner deux cas : 

• Po G n. Alors A C 5n car 5n contient un po-Sylow Sq de G et comme A est normal, 
A C 5o (cf. les theoremes de Sylow). L’inclusion H' C 5^ donne alors H <Z Sn. 

• Po ^ n. Alors les ordres de A et 5n sont premiers entre eux etonaAnLf = {l}, 

et A n 5n = {!}• Les projections Lf —> Lf' et 5n —> 5'n sont des isomorphismes. Soit 
H le sous-groupe de 5n qui se projette sur H' ; dans A.H les groupes H et H sont des 
relevements de H' ; ils sont done conjugues (voir le § 14.41 th. 14.1011 . □ 


5.5 Un critere de resolubilite 

Theoreme 5.10 (Wielandt) Soit G un groupe fini et soient Hi, H 2 , H^ trois sous- 
groupes de G. Si les Hi sont resolubles et si leurs indices sont premiers entre eux deux d 
deux, alors G est resoluble. 

La demonstration se fait par recurrence sur I’ordre de G. Remarquons tout d’abord que 
G = H 1 .H 2 . En effet, les indices (G : Hi) et (G : H 2 ) sont premiers entre eux, done 
comme chacun d’eux divise {G : Hi n H 2 ), on a (G : Lfi H H 2 ) ^ (G : Hi){G : H 2 ) et 
d’apres le lemme IKTTl on a G = H 1 .H 2 . 

On pent supposer que Hi ^ {!}. D’apres le lemme 14.111 il existe un nombre premier p 
et un p-sous-groupe normal A de Hi different de {1}. On pent supposer que p ne divise 
pas (G : H 2 ). Alors H 2 contient un p-Sylow de G , done un conjugue de A. Comme 
G = H 1 .H 2 , tout conjugue de A est de la forme Ahih 2 avec hi ^ Hi {i = 1, 2) et 

comme A est normal dans Hi, et qu’un de ses conjugues est contenu dans H 2 , tons ses 
conjugues sont dans H 2 . 
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Soit A le sous-groupe de G engendre par les conjugues de A. Alors A est normal dans 
G et contenu dans H 2 , done A est resoluble. Soit H[ I’image de Hi dans G' = G/A. Les 
indices {G' : H^) sont premiers entre eux deux a deux (car {G' : iL') divise {G : Hi)) 
et les Hi sont resolubles. L’liypothese de recurrence montre alors que G' est resoluble; 
done G est resoluble. □ 


5.6 Demonstration du th. 15.3 

Soit p un nombre premier et soit G un groupe. On appelle p-complement de G tout sous- 
groupe H de G qui est un p'-gyiow ou p' est I’ensemble des nombres premiers differents 
de p. 

Nous allons demontrer le th. 15.31 sous la forme apparemment plus forte suivante : 

Theoreme 5.11 Si, pour tout nombre premier p, le groupe G a un p-complement, alors 
G est resoluble. 

On raisonne par recurrence sur |G|. On distingue deux cas. 

• Le nombre des facteurs premiers de |G| est ^ 2, autrement dit |G| est de la forme 

ou p et g sont premiers. D’apres un theoreme de Burnside, (demontre grace a la theorie 
des caracteres, cf. S IA. 6 I 1 . G est resoluble. 

• Le nombre des facteurs de I’ordre de G est superieur ou egal a 3. Soient pi (i = 1, 2,3) 
de tels facteurs et Hi [i = 1 , 2 , 3) un pj-complement de G. Alors les indices {G : Hi) pour 
i = 1, 2, 3 sont premiers entre eux deux a deux. 

De plus, Hi possede un p-complement pour tout nombre premier p. En effet, si p = p*, 
alors Hi est son propre pi-complement. Sinon, soit Hp un p-complement pour G ; comme 
{G : Hi) et [G : Hp) sont premiers entre eux, le lemme 15.81 montre que 

{G:HinHp) = {G:H,){G:Hp), 

d’ou (Hi : Hi n Hp) est la plus grande puissance de p divisant I’ordre de Hi. Comme 
Hi n Hp est un p'-groupe. Hi n Hp est un p-complement de H^. D’apres I’hypothese de 
recurrence. Hi est resoluble. Mais alors G satisfait aux hypotheses du th. 15.101 done G 
est resoluble. □ 










Chapitre 6 


Groupes de Probenius 


6.1 Reunion des conjugues d’un sous-groupe 


Theoreme 6.1 (Jordan) Soit G un groups fini et soil H un sous-groupe de G distinct 
de G; alors Uggc / G. De fagon plus precise, on a : 


U 9Hg-^ 

g€G 



On sait evidemment que 1 appartient k H n {gHg pour tout g G G. On raisonne sur 
G-{1}. On a 

U {gHg-^-{l}) = U {gHg-^-{l}) 
g&G g&G/H 


d’ou 


puis 


geG 


I U gHg-^ ^ |G| 

g€G 


M 

\H\ 


+ 1 . 


□ 


On va voir que cette propriete reste vraie sans supposer que G est fini, pourvu que G/H 
le soit. On utilise un lemme : 

Lemme 6.2 Soit G un groups et soit H un sous-groupe de G d’indice fini n. II exists 
un sous-groupe N normal dans G et contenu dans H, tel que I’indice {G : N) divise n\. 

En effet, le groupe G agit sur X = G/H qui a n elements. On obtient ainsi un homo- 
morphisme de G dans le groupe Sx des permutations de X qui est de cardinal n!. Le 
groupe N = ker ip repond a la question. □ 

Si Ton applique le th. 16.11 a G/N et H/N, on constate que la reunion des conjugues de 
H ne remplit pas G modulo N done, a fortiori, que gHg~^ G. □ 
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Remarque. Le cas G = 503 (R) et R = Si montre que I’hypothese (G : R) < oo ne pent 
etre supprimee. 

Mentionnons deux reformulations du th. 16.11 : 

Theoreme 6.1’ Si un sous-groupe H de G rencontre toutes les classes de conjugaison 
de G, on a H = G. 

(C’est un critere souvent utilise en theorie des nombres, G etant un groupe de Galois.) 

Theoreme 6.1” Si G opere transitivement sur un ensemble X, et si |X| ^ 2, il existe 
un element de G qui opere sans point fixe. 

En effet, si H est le fixateur d’un point de X, on choisit un element qui n’appartient a 
aucun conjugue de H. □ 


Voici deux applications du theoreme ci-dessus : 

Tout corps fini est commutatif (theoreme de Wedderburn). En effet, soit D un corps fini 
et soit F son centre. On sait que {D : F) est un carre et que tout x G D est contenu 
dans un sous-corps L commutatif, contenant F et tel que (L : F) = n. Comme deux tels 
sous-corps sont isomorphes, le theoreme de Skolem-Noether montre qu’ils sont conjugues. 
Si L est I’un d’eux et si Ton pose G = D* et H = L*, on a G = d’ou G = H, 

n = I et D est commutatif. 

Racine d’une equation modulo p. Soit / = X^ + aiX^~^ + • • • + un polynome a 
coefficients dans Z, irreductible sur Q. Si p est un nombre premier, notons fp la reduction 
de / modulo p ; c’est un element de Fp[X]. Notons Vj I’ensemble des p tels que fp ait une 
racines (au moins) dans Fp. On va voir que la densite de Vf est strictement inferieure a 
1 des que n ^ 2. [On dit que V a une densite egale a /? si 


\{p ^x, pG V}\ 
\{p ^ x}| 


p pour X —> + 00 .] 


Soit X = {xi,... ,Xn] I’ensemble des racines de / dans une extension de Q et soit G le 
groupe de Galois de /. Ge groupe opere transitivement sur X ; on a X ~ G/H ou H est 
le fixateur de xi. On demontre (theoreme de Ghebotarev-Erobenius) que la densite de 
Vf existe, et est egale a 

mI u shs-' . 

' ' g&G 

Vu le theoreme ci-dessus, cette densite est < 1 . 


Corollaire. Si n ^ 2, il existe une infinite de p tels que fp n’ait aucune racine dans Fp. 

Pour plus de details, voir J.-P Serre, On a theorem of Jordan, Bull. A.M.S. 40 ( 2003 ), 
429 — 440, reproduit dans Doc.Math.1, seconde edition, SMF,2008. 
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6.2 Groupes de Probenius : definition 


On va desormais s’interesser aux couples (G, H) tels que 



Cela signifie que {gHg~^—{1}) et {hHh~^ —{!}) sont disjoints si g et h ne sont pas 
congrus modulo H, ou encore que H et gHg~^ sont d’intersection reduite a {1} si g ^ H. 
On dit que H « ne rencontre pas ses conjugues ». 

On s’interesse au cas ou H est un sous-groupe propre de G. Soit X = G/H. Une propriete 
equivalente est que tout element de G (distinct de 1) a au plus un point fixe dans X si 
on fait agir G sur X, ou encore : tout element de G qui fixe deux points est I’identite. 


Exemple. Soit G le groupe des transformations h de la forme h{x) = ax + b, ou a et 
b sont dans un corps fini F, avec a / 0. Soit H le sous-groupe {x ^ ax}. Si N est le 
sous-groupe de G des translations, N est normal dans G, et G est le produit semi-direct 
de H par N. Alors {G, H) est un exemple de la situation precedente. 


On va generaliser : 

Definition 6.1 Un groupe G est dit de Probenius s’il possede un sous-groupe H distinct 
de {1} et de G tel que | gHg~^\ = |G| — (|G|/|i7| — 1). On parle dans ce cas pour 
{G,H) de couple de Probenius. 


Exemples. 

(1) Soient N et H deux groupes finis, ou H agit sur N : a tout h £ H, on associe 

ah'- N ^ N defini par (Jh{n) = hnh~^. On a ° ^h 2 pour tous hi,h 2 £ H. 

Soit G le produit semi-direct correspondant. Cherchons a quelle condition {G,H) est de 
Probenius. II faut et il suffit que H 0 nHn~^ = {1} pour tout n G A"—{!}. Pn effet, soit 
h £ H n nHn ~^; alors h s’ecrit nh'n~^ avec h' £ H. On quotiente modulo A, ce qui 
fournit h = h' {G/N ~ H). Done h = nhn~^ soit encore n = h~^nh = cj/j-i(n). Done n 
est fixe par U/j-i. Si 7 ^ 1, alors necessairement n = 1. 

Une condition necessaire et sufRsante pour que {G, H) soit de Probenius est qu’il n’existe 
pas de couple (h, n) avec /i / 1 et n / 1 tel que (Th{n) = n, ou encore que H opere libre- 
ment sur A-{1}. On a [Jg^(.gHg-^ = {1} U (G-N) d’ou G-\Jg^QgHg-^ = A-{1} 
(en effet [jg^Q gHg~^ C {1}U(G—A) et il suffit de compter les elements pour conclure). 

(2) Soit p un nombre premier et soit F un corps fini contenant une racine ^ p-ieme 
de I’unite. Soit A I’ensemble des matrices p x p triangulaires superieures a elements 
diagonaux egaux a 1. C’est un groupe. Soit H le groupe cyclique engendre par 

/ 1 0 . 0 \ 

0 C : 

: ■ •. <^^-2 0 
\ 0 . 0 / 
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Alors H normalise N. Le groupe G = N.H est le groupe des matrices triangulaires 
superieures avec des sur la diagonale. On verifie que Taction de H est sans point fixe. 

Ces exemples sont en fait caracteristiques; on a en effet le 

Theoreme 6.3 (Probenius) Soit {G,H) un couple de Frobenius. Alors I’ensemble N 
des elements de G non conjugues d un element de H (ou egaux d 1) est un sous-groupe 
normal et on a G = N.H. 


Le point cle de la demonstration est que N est effectivement un sous-groupe : il repose 
sur la theorie des caracteres; nous le demontrerons plus tard (cf. Annexe, th. IA.22I1 . Le 
groupe N est alors normal (car invariant par conjugaison). D’autre part : 


U 9Hg-^ 

geG 


\G\-{{G-.H)-1), 


done |A^| = {G:H). Enfin NnH = {!}, d’oti G = N.H. 


□ 


On demontre (nous ne le ferons pas) qu’un groupe G ne peut etre un groupe de Probenius 
que « d’une seule maniere » : si {G,Hi) et {G,H 2 ) sont des couples de Frobenius, alors 
Hi est conjugue de H 2 . En particulier le sous-groupe normal N est unique. 

On cherche maintenant a classer les groupes de Frobenius en etudiant la structure de N 
et celle de H. 


6.3 Structure de N 

On suppose que N et H sont distincts de {1} et qu’ils interviennent dans le groupe de 
Frobenius G. Choisissons x € H d’ordre premier p. L’element x definit un automorphisme 
de N d’ordre p sans point fixe / 1. D’ou : N intervient dans un groupe de Frobenius si 
et seulement s’il possede un automorphisme a d’ordre premier et sans point fixe distinct 
de 1 . 

Proposition 6.4 Soit a un automorphisme d’ordre p (non necessairement premier) d’un 
groupe fini N sans point fixe autre que 1. Alors : 

(1) L’application x x~^a{x) (de N dans N) est bijective. 

(2) Pour tout x £ N, on a xa{x)a‘^{x) ■ ■ • a^~^{x) = 1. 

(3) Si x et cr{x) sont conjugues dans N alors x = 1. 

(1) Comme N est fini, il suffit de montrer que Tapplication est injective. Supposons 
x~^a{x) = y~^a{y) avec x,y £ N. Alors yx~^ = a{yx~^) done Telement yx~^ est fixe 
par a done est egal a 1 . 

(3) Soit X £ N et supposons qu’il existe a £ N tel que a{x) = axa~^. D’apres (1), il existe 
6 G tel que a~^ = b~^a{h). Alors a{x) = a~^{b)bxb~^a{b) done a{bxb~^) = bxb~^, ce 
qui implique bxb~^ = 1 puis x = 1. 






6.3. Structure de N 


49 


(2) Suit a = xa{x)a‘^{x) ■ ■ ■ ^(x). On a 

cj(a) = a{x)a‘^{x) ■ ■ ■ a^~^{x)x = x~^ax, 


done a = 1 d’apres (3). 


□ 


Corollaire 6.5 Si I est un nombre premier, il existe un l-Sylow de N stable par a. 


Soit S un /-Sylow de N. Le groupe cr{S) est aussi un /-Sylow de N, done il existe a G N 
tel que aSa~^ = cr{S). On ecrit a~^ = b~^a{b), d’ou a{b~^)bSb~^a{b) = (t(5), soit 
bSb~^ = a{b)a{S)a{b~^) = a{bSb~^). Done bSb~^ est un Z-Sylow de N stable par a. □ 

Corollaire 6.6 Si a G N, I’automorphisme aa ■ x aa{x)a~^ est conjugue d a dans 
Aut(G); en particidier, il est d’ordre p et sans point fixe. 


D’apres ( 6 ^ (1), il existe b G G tel que a = b ^cr{b) ; alors cJa(x) = b ^aihxb ^)h, done 
baa{x)b~^ = a{bxb~^) i.e. le diagramme suivant est commutatif : 


-r ^CL , - 

N - > N 


conjugaison par < 


conjugaison par b ^ 


N—^N 


Ceci donne immediatement le resultat. 


□ 


Exemples. 

(1) Si p = 2, on a xa{x) = 1 pour tout x G N, done cj(x) = Comme a est un 
automorphisme, N est abelien. 

(2) Pour le cas p = 3 (Burnside), posons a{x) = x' et cj^(x) = x” . La prop. 16.41 (2) 
appliquee a a et cr^ donne xx'x" = 1 et xx"x' = 1, done x' et x" commutent; pour 
les autres e’est evident, done x, x' et x" commutent. De meme x et ax'a~^ commutent 
pour tout a, ainsi que x et ax''a~^. Done x' et x" commutent a tout conjugue de x. Or 
X = (x'x")“^ done N la propriete suivante : deux elements conjugues commutent, done 
aussi X et (x,y). Finalement (x, (x,y)) = 1 pour tous x,y G N. Le groupe derive de N 
est contenu dans le centre de N ; cela entraine que N est nilpotent de classe au plus 2. 

(3) Le cas p = 5 a ete traite par Higman : le groupe N est alors nilpotent de classe au 
plus 6 (e’est la meilleure borne possible). 

Thompson a generalise ces resultats par le 

Theoreme 6.7 (Thompson) N est nilpotent. 

Pour une demonstration, cf. [HI Kap. V, Haupsatz 8.14]. En ce qui concerne la classe de 
N, Higman a conjecture que si p est I’ordre de G, la classe de N est ^ 
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6.4 Structure de H 

Nous dirons que H ala propriete T s’il existe un groupe G contenant H et distinct de H 
tel que le couple {G,H) soit un couple de Frobenius. D’apres les theoremes de Probenius 
et de Thompson, cela revient a dire qu’il existe un groupe nilpotent 7 ^ {1} sur lequel 
H opere sans point fixe (i.e. librement sur A"—{!}). 

Exemple. Soit F un corps fini de caracteristique I et soit H un sous-groupe de SL 2 (F) 
d’ordre premier a 1. Si I’on prend pour N le F-espace vectoriel F^, on verifie facilement 
que H opere librement sur A^—{0}. Done H ala propriete T. (Ceci s’applique notamment 
au groupe icosaedral binaire d’ordre 120 , groupe qui n’est pas resoluble.) 

Theoreme 6.8 Soit H un groupe fini. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(1) H a la propriete T (i.e. H intervient dans un couple de Frobenius). 

(2) II existe un corps K et une representation lineaire p : H ^ GLji(iF), avec n ^ 1, 
telle que p soit « sans point fixe »(i.e. H opere librement sur iF”—{0 }). 

(3) Pour tout corps K dont la caracteristique ne divise pas \H\, il existe une represen¬ 
tation lineaire p : H ^ Ghn^K) sans point fixe. 

(4) On peut faire operer H lineairement et librement sur une sphere S,i_i. 

[Noter que (2) et (3) entrainent que p est fidele.] 

Avant de donner la demonstration, faisons quelques remarques sur la propriete suivante 
d’un corps iF, notee {2k) '■ il existe une representation H GL„(iF) sans point fixe 
(avec n ^ 1 ). 

(a) Cette propriete ne depend que de la caracteristique p de K. 

En effet, si elle est satisfaite par iF et si x est un vecteur non nul de iF”, les transformes 
par H de X engendrent un espace vectoriel de dimension finie N sur le corps premier iFg 
(i.e. Fp ou Q), d’ou une representation H GLAr(iFo) sans point fixe. Par extension 
des scalaires, on en deduit une pour tout corps contenant Kq. 

(b) Si {2 k) est vraie, la caracteristique p de K est, soit 0, soit un nombre premier ne 
divisant pas \H\. 

En effet, si H opere librement sur F”—{0}, I’ordre de H divise — 1 et n’est done pas 
divisible par p. 

(c) La propriete {2 k) en caracteristique 0 entraine la propriete analogue en toute carac¬ 
teristique p ne divisant pas \H\. 

En effet, d’apres (a), il existe un Q-espace vectoriel V de dimension finie ^ 1 ou iF 
opere sans point fixe. Soit x G V non nul et soit L le Z-reseau de V engendre par les 
transformes de x par H. Le groupe H opere sans point fixe sur L. Il opere aussi sur le 
Fp-espace vectoriel Vp = L/pL. Montrons que cette action est sans point fixe, des lors 
que p ne divise pas I’ordre de H. Si s G H est d’ordre m, I’automorphisme sy de V defini 
par s est tel que s™ = 1, et il n’admet pas 1 pour valeur propre. On a done 

1 + sy + 4 + • • • + Sv~^ = 0. 

A fortiori, la meme equation vaut dans Vp et elle entraine (vu que m est premier a p) 
que sx X pour tout x G Vp non nul. D’ou la propriete {2k) pour Fp. 
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(d) La propriete (2x) en caracteristique p ^ 0 entrame la propriete analogue en carac- 
teristique 0. 

Suit en effet pp : H ^ GL„(Z/pZ) une representation lineaire de H sans point fixe. 
D’apres (b), p ne divise pas \H\. D’apres ce qu’on a vu au chapitre HI on pent rele¬ 
ver Pp en un homomorphisme Ppoo : H GL„(Zp), ou Zp = limZ/p^Z est I’anneau 
des entiers p-adiques. Comme Zp C Qp, on obtient ainsi une representation lineaire 
H —> GL„(Qp) de caracteristique nulle. Cette representation est sans point fixe. En ef¬ 
fet, si X = (xi,..., Xn) est un vecteur fixe non nul, on pent supposer (quitte a multiplier 
X par un scalaire) que les Xi appartiennent a Zp et que I’un d’eux n’est pas divisible 
par p. La reduction modulo p des Xi donne alors un vecteur non nul de F” fixe par H, 
contrairement a I’hypothese. 

Ceci fait, la demonstration du theoreme est immediate. En effet, il resulte de (a), (b), 
(c) et (d) que (2x) est independante de K. D’ou I’equivalence (2) (3) du theoreme. 

Prouvons maintenant : 

(1) => (2) Si H opere sans point fixe sur le groupe nilpotent N ^ {1}, le centre C de 
N n’est pas reduit a {1}. Si p est un facteur premier de \C\, le groupe Cp des elements 
X £ N tels que x^ = 1 est un Fp-espace vectoriel non nul oil H opere sans point fixe. 

(3) ^ (1) On choisit pour K un corps fini. On obtient ainsi une action sans point fixe 
de H sur un groupe abelien elementaire. 

(4) ^ (2) On prend iL = R. 

(3) ^ (4) On prend iL = R. On obtient une representation lineaire p : R —> GL„(R) 
sans point fixe. Comme H est fini, il existe sur R"' une forme quadratique definie positive 
invariante par H (prendre la somme des transformes par H de la forme quadratique 
standard ^ xf) : quitte a conjuguer p, on pent done supposer que p{H) est contenu 
dans le groupe orthogonal 0„(R), done laisse stable la sphere S„_i d’equation 

n 

i=l 

Ceci acheve la demonstration du theoreme. □ 

Remarques. 

(1) On pent classer les groupes H ayant la propriete !F, cf. |12j . 

(2) Dans (4), on ne pent pas supprimer la condition que H opere lineairement sur Sn-i- 
Exemple : SL 2 (Fp) pour p^ 7. 

Exercice. Soit H un groupe ayant la propriete J-. Montrer que : 

(i) Tout sous-groupe abelien de H est cyclique. 

{a) Si p et g sont premiers, tout sous-groupe d’ordre pq de H est cyclique. 

Inversement, si H est resoluble et si (i) et (ii) sont verifiees, alors R a la propriete 
T (theoreme de Vincent). Par centre, on pent montrer que le groupe SL 2 (Fi 7 ) a les 
proprietes (i) et (m), mais pas la propriete T. 



Chapitre 7 


Transfert 


7.1 Definition 


Soient G un groupe et H un sous-groupe de G d’indice fini. Soit X = G/H I’ensemble 
des classes a gauche selon H. Pour tout a: e X, on choisit un representant x de a: dans 
G. Le groupe G agit sur X. Si s G G et x G X, Telement sx de G a pour image sx dans 
X. Si ^ designe le representant de sx, il existe done hs^x £ H tel que sx = ’sxhg^x- On 
pose : 

Ver(s) = hs,x (mod 
xex 

ou le produit est calcule dans le groupe = H/{H,H). 

Theoreme 7.1 (Schur) L’application Ver : G —> definie ci-dessus est un homo- 

morphisme et ne depend pas du choix du systeme de representants {x^xex- 


On commence par montrer que I’application Ver est bien definie. Soit done {x'}x^x un 
autre systeme de representants; calculons Ver'(s) le produit relatif aux x'. L’element 
x' G V a pour image x dans X ; il existe done hx G H tel que x' = xhx- 
On a : 

sx' = sxhx 

— sx hg^x hx 


— sx hgx hgx hg^x hx 

— {sx) hg^ hg^x hxj 


d’ou 


car 


Ver'(s) = Whjhg^xhx (mod(F, F)) 

= {\{hsx)~^ Whg^xWhx (mod 

est abelieili]. Or H hgx = Whx car sx parcourt X quand x parcourt V, d’ou : 
Ver'(s) = n hg^x = Ver(s) (mod {H, H)), 


^Afin d’eviter les lourdeurs d’ecriture, il est sous-entendu que les produits sont etendus aux x G X. 
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et I’application Ver est bien definie. 

Montrons a present qu’il s’agit d’un homomorphisme. Soient s, t G G, on a : 


stx = stx ht^x 

— stx hs^tx 


d’ou : 


Ver(st) = l\hs,txht,x {mod{H,H)) 

= U.hs,txl\ht,x (mod (77,77)), 

car 77“^ est abelien. Or n hg^tx — n hs^x car tx parcourt X quand x parcourt X. 
D’ou Ver(st) = n hs^x 0 ht,x = Ver(s)Ver(7) (mod (77,77)). 


□ 


Comme 77“^ est abelien, I’liomomorphisme Ver se factorise en un homomorphisme de 
dans 77“^ (que nous noterons encore Ver), appele transfert. 


Remarque. Le transfert est fonctoriel pour les isomorphismes : si a est un isomorphisme 
du couple {G,H) sur le couple le diagramme 


Ver Ver 

^ jjfab 


est commutatif (il suffit de constater que si {x} est un systeme de representants de G/77 
alors {cj(x)} en est un pour G'/H'). 

En particulier, si Ton prend G = G', 77 = 77' et (j{x) = gxg~^, avec g G Ng{H), 
ceci montre que I’image de I’homomorphisme Ver : G“^ ^ 77“^ est contenue dans 
I’ensemble des elements de 77“^ fixes par Ng{H). 


7.2 Calcul du transfert 

Soit 77 un sous-groupe d’indice fini de G et soit X = G/77. L’element s G G opere sur 
X ; soit G le sous-groupe cyclique de G engendre par s. Alors G decoupe X en orbites 
Oq. Soient fa = \Oa\ et Xa G O^. On a s^°‘Xa = xa. Si ga est un representant de Xa, on 
a done : 

= gaha, aveC ha G 77. 

Proposition 7.2 On a Ver(s) = Ha = Wa9a^^^°^9a (mod (77,77)). 

On prend pour systeme de representants de X les elements s^ga, avec 0 ^ i < /o-. Si le 
representant de x G A est de la forme sf°‘~^ga, I’element hg^x correspondant de 77 est 
ha ; les autres hs,x sont egaux a 1. La proposition en resulte. □ 

Corollaire 7.3 Soit (p un homomorphisme de 77“^ dans un groupe A. On suppose que 
p{h) = ip{h') lorsque les elements h,h' £ H sont conjugues dans G. Alors 

ip{Xei{h)) = V7(/i)'', 


pour tout h £ H, ou n = {G : H). 
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En effet, on a (/?(Ver(/i)) = flo 7’(5 'q elements Qa^hf^^ga et h^°‘ sont 
conjugues dans G, done on a : 

ip{VeT{h)) =Ua‘Pih^°‘) =Ua‘Pih)f°‘. 

Le resultat se deduit alors de la relation fa = Yha l^«l = \X\ = n. □ 

Comme 77 C G, on a un morphisme naturel 77“^ ^ G“^. 

Corollaire 7.4 L’homomorphisme compose 77“^ —> est s s^. 

C’est immediat par la proposition, car 

9a^ga = (mod(G,G)) et J^a fa = = n. □ 

Corollaire 7.5 Si G est abelien, alors Ver : G ^ H est donne par s s”. 


7.3 Exemples d’utilisation du transfert 

7.3.1 Premier exemple (Gauss) 

On fixe un nombre premier p 2. 

Soit G = F* et soit 77 = {±1}. Alors I’indice de 77 dans G est {p — l)/2 et le transfert 
est donne par Ver(x) = pour x G F*. Or c’est aussi le symhole de Legendre (^). 

Ceci nous donne alors un moyen de calculer (^). 

On choisit le systeme de representants de A = G/77 donne par 5 = {1,2,. .. , (p — l)/2}. 
Soit x G G et soit s G 5. Si rrs G S, alors le hg^x correspondant vaut 1; sinon c’est —1. 
On pose done : 


. . f 1 si xs G 5, 

eix, s) = < . . , „ 

( —1 SI xs ^ 5. 

On a Ver(x) = {lemme de Gauss). 

Calculons par exemple (|) pour p / 2. On a p = 1 + 2m et : 


D’oti : 


-) = 
pj 

(_l)m/2 

si m est pair, 

-) = 
PJ 

(_l)(m+l)/2 

si m est impair. 

P = 1 

(mod 8) 


p = 3 

(mod 8) 


p = 5 

(mod 8) 


p = 7 

(mod 8) 



ce qui se resume par : (|) = 1 p = ±1 (mod 8). 
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7.3.2 Second exemple 

Proposition 7.6 Si G est un groupe sans torsion contenant un sous-groupe H d’indice 
fini isomorphe d Z, alors G lui-meme est isomorphe d Z. 

Quitte a remplacer H par I’intersection de ses conjugues, on pent supposer H normal 
dans G. Le groupe G agit sur H, d’ou un homomorphisme e : G —> Aut{H) = {±1}. 
Soit G' le noyau de e; alors H C G' car H, etant abelien, agit trivialement sur lui-meme 
par automorphismes interieurs {H est meme contenu dans le centre de G' car celui-ci 
agit trivialement sur H). Done le transfert Ver : = Z est egal a x ou 

n = {G' : H). Soit <1> le noyau de Ver : G' 77“^, alors <l>n77 = {1} car H est isomorphe 
a Z, done 4 ) est fini et meme 4 > = {1} puisque G est sans torsion. Done G' est isomorphe 
a Z. Si G est egal a G', on a fini. 

Sinon, on a (G : G') = 2, G' ~ Z et G/G' opere sur G' par y i—> Soit done x G G—G' 

tel que, pour un certain y G G', on ait xyx~^ = y~^. Alors x^ G G' car I’indice de G' 
dans G est 2. Prenons alors y = x^, il vient xx^x“^ = x“^ d’ou x^ = x“^ done x = 1 
car G est sans torsion. Done G est isomorphe a Z. □ 

Remarque. On a un resultat analcmue (mais bien moins elementaire) pour les groupes 
libres non abeliens (Stallings-Swano). 


7.4 Transfert dans un sous-groupe de Sylow 


A partir de maintenant, on suppose que G est hni. 


Theoreme 7.7 Soient H un p-Sylow d’un groupe G et ip ■. H A un homomorphisme 
d valeurs dans un p-groupe abelien A. Alors : 

(1) Pour qu’il existe un prolongement de p en un homomorphisme de G dans A, il faut 
et il sujfit que, pour tous h,h' £ H conjugues dans G, on ait p{h) = p{h'). 

(2) Si cette condition est verifiee, alors le prolongement est unique et donne par : 
s 1 -^ (/3(Ver(s)) ou n = {G : H), ce qui a un sens car n est premier d p. 

(1) La condition est necessaire car si p est un prolongement de y? a G, alors pour h £ H 
et g £ G avec g~^hg G 77, on a 

P{9~^hg) = p{g)~^p{h)p{g) = p{h) 


car A est abelien. 

La condition est sufhsante car, n etant premier a p et A etant un p-groupe, (p(Ver(s))^^” 
a un sens (pour tout a G A, il existe b £ A unique tel que 6” = a) et I’application 
s e-> <p(Ver(s)) convient d’apres le cor. [731 

(2) Ce prolongement est unique car p est necessairement egal a 1 sur les p'-Sylow de G 
lorsque p' ^ P- □ 

^References : J.R. Stallings, On torsion-free groups with infinitely many ends, Ann. Math. 88 ( 1968 ), 
312 — 334. R. Swan, Groups of cohomological dimension one, J. Algebra 12 ( 1969 ), 585 — 610. 
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Theoreme 7.8 Soient H un p-Sylow abelien de G et N son normalisateur dans G. 
Alors I’image de I’homomorphisme Ver : = H est I’ensemble des elements de 

H fixes par N (i.e. les elements de H qui sont dans le centre de N). 

Par la remarque faite a la fin du § 17.11 on a deja I’inclusion de I’image de Ver dans 
= {h ^ H\ xhx~^ = h,y X E N}. 

Montrons I’egalite. On a N D H et (N : H) est premier a p car H est un p-Sylow. On 
definit riiomomorpliisme ip : H —> par p{h) = {YIxgn/h • 

On a bien YIxgN/h xhx~^ E car si x' E V', on a : 

x'{Wx&N/HXhx-^)x'-^ = W^^^/^x'xhx-^x'-^ = 

De plus, comme H est abelien, si h,h' ^ H sont conjugues dans G, ils le sont dans N 
(cf. S 12.411 et on a alors p{h) = p{h'). D’apres le cor. 17.31 on a 

(p(Ver(/i)) = p{hY, 

pour /i E 77, ou n est I’indice de H dans G. Or, pour h E 77^, on a p{h) = h et comme 
Ver(/i) E , on a, pour h E : 

Ver(/r) = (p(Ver(/i)) = p{h)"', 

i.e. Ver(/i) = h'"' si h G . 

Comme est un p-groupe et que n est premier a p, on obtient tons les elements de 
par les puissances n-iemes d’elements de 77^. Done Im (Ver) = 77^. □ 

Theoreme 7.9 Soit 77 un p-Sylow de G. Supposons que 77 soit abelien different de {1} 
et que G n’ait pas de quotient cyclique d’ordre p. Soit N le normalisateur de 77 dans G. 
Alors : 

(1) L’ensemble des elements de 77 fixes par N est reduit d {1}. 

(2) Si r est le rang de 77 (nombre minimum de generateurs), il existe un nombre 
premier I, distinct de p, qui divise a la fois {N : 77) et 01=1 (P* ~ !)• 

(1) Si 77^ / {1}, on a alors un homomorphisme non trivial Ver : G 77^, oil est 
un p-groupe, d’oii Ton tire un quotient cyclique d’ordre p de G. 

Pour (2), soit Hp le sous-groupe de 77 forme des elements x tels que = 1; e’est un 
Fp-espace vectoriel de dimension r (puisque 77 = 01=1 (Z/p"’*Z)). L’action de N sur Hp 
est non triviale par (1); elle definit un sous-groupe $ de Aut(77p) ~ GLr(Z/pZ). Si I est 
un facteur premier de I’ordre de alors I divise I’ordre de N/H car est un quotient 
de N/H (en effet, est defini par Taction de N sur 77, qui est en fait une action de 
N/H car 77 etant abelien, il agit trivialement sur lui-meme). On a I p, car p ne divise 
pas Tordre de N/H ; comme est un sous-groupe de GLr(Z/pZ), I divise Tordre de 
GL^(Z/pZ), qui est p’'0-P/2 0[=i(p* - !)• D’ou (2). □ 


Corollaire 7.10 Si p = 2, le sous-groupe 77 n’est pas cyclique. 
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En effet, on a alors r ^ 2 par le th. 17.91 mais on pent en donner une demonstration 
directe : si H est un 2-Sylow cyclique, soit h un generateur de H. Le groupe agit sur 
lui-meme par translations. L’element h decoupe alors G en \G/H\ orbites. On envoie G 
dans {±1} en associant a x e G la signature de la permutation que x effectue sur G par 
Taction de translations. Or h est forme d’un nombre impair (i.e. precisement \G/H\) de 
cycles de la forme (x, hx,... ,h‘^ ~^x), oti \H\ = 2”’. Chacun de ces cycles est de signature 
(—1), done la signature de h est (—1). On vient d’exhiber un homomorphisme non trivial 
de G dans {±1}, d’ou contradiction. □ 

Remarque. Le th. 17.91 montre que Nq{H) ^ H quand celui-ci est un p-Sylow abelien d’un 
groupe sans quotient cyclique d’ordre p (sinon = H ^ {!})• 

7.5 Application : groupes simples d’ordre impair inferieur 

a 2000 

En fait, on va montrer qu’il n’existe pas de gronpe G d’ordre impair, avec 1 < |G| < 2000, 
tel que G = (G, G). 

D’apres le theoreme de Burnside (cf. Annexe, th. IA.2lll . il y a au moins trois facteurs 
premiers dans |G| ; si p" est le plus petit de ces facteurs, on a p^“ < 2000, ce qui donne 
5 cas possibles : p“ = 3,5, 7,9 ou 11. 

Cas p“ = 3 : le groupe G a un 3-Sylow d’ordre 3, done cyclique, done abelien. Soit N 
son normalisateur. D’apres le th. 17.91 il existe I premier distinct de 3 qui divise a la fois 
|A^| et (p — 1) = 2. Or |A^| est impair, e’est impossible. 

Cas p“ = 5 : il s’exclut par un raisonnement analogue. 

Cas p" = 9 : on remarque de meme que le 3-Sylow est d’ordre 3^, done abelien. Et le 
meme raisonnement (dans les deux cas possibles : r = 1 ou r = 2) exclut ce cas. 

Cas p" = 7 : par le meme theoreme, on doit avoir I premier divisant \N\ (impair) et 
p — 1 = 6. Done 3 divise |G|. Comme les cas precedents excluent p“ = 3 ou 9, on a : 3^ 
divise |G|. Par le theoreme de Burnside, on a g premier, distinct de 3 et de 7, divisant 
Tordre de G. Done |G| ^ 3^.7.q^ et ^ 11 (car si g = 5, un cas deja vu montre que 
(3 ^ 2). Or e’est impossible, car 3^.7.11 > 2000. 

Cas p“ = 11 : le th. 17.91 applique au 11-Sylow, montre qu’il existe I divisant |A^| et 
p — 1 = 10. D’apres un cas precedent, on a alors |G| ^ 11.5^.et q^ ^ 13, ce qui est 
impossible. □ 

7.6 Application : groupes simples non abeliens d’ordre in¬ 
ferieur a 200 

Dans ce §, on suppose |G| ^ 200. 

Proposition 7.11 

(1) On suppose G = (G, G) et G ^ {!}. Alors I’ordre de G est 60,120,168 ou 180. 
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(2) Si G est simple non abelien, alors I’ordre de G est 60 ou 168 et G est isomorphe d 
A 5 ou PSLslFr). 

(1) D’apres le § precedent, I’ordre de G est pair et il est meme divisible par 4 d’apres le 
cor. 17.101 qui affirme la non-existence de 2-Sylow cycliques. 

Gas oil le 2-Sylow H est d’ordre 4. C’est alors Z/2ZxZ/2Z. Soit N = Ng{H) ; N agit non 
trivialement sur H (puisque = {1}, cf. th. 17.91) . d’ou un homomorphisme non trivial 
N —> Aut(Z/2Z X Z/2Z) (qui est d’ordre 6 ). Si N s’envoie sur un sous-groupe d’ordre 
2 de AutH, alors ~ Z/2Z (il sufRt pour le voir d’exa mi ner les automorphismes de 
Z/2Z X Z/2Z). Done 3 divise I’ordre de N, done aussi I’ordre de G. D’ou cinq possibilites : 

• IGI = 4.3.13 : soit H un 13-Sylow et soit N son normalisateur. Alors (G : N) est le 
nombre des 13-Sylow de G done {G : N) = 1 (mod 13); comme (G : N) divise 4.3 cela 
implique {G : N) = 1 et done H est normal : c’est impossible. 

• |G| = 4.3.11 : soit N le normalisateur d’un 11-Sylow H ; alors {G : N) divise 4.3 et 
{G ■. N) = 1 (mod 11), done ou {G : N) = 1 et c’est impossible, ou {G : N) = 12 et 
alors N = H puis = H (puisque H est abelien) et c’est impossible (cf. S I7.4I1 . 

• |G| = 4.3.7 : soit N le normalisateur d’un 7-Sylow H. Alors {G : N) divise 12 et 
(G : A^) = 1 (mod 7); done (G : N) = 1 : c’est impossible. 

• Restent les cas |G| = 4.3.5 = 60 ou |G| = 4.3^.5 = 180 (les autres cas sont elimines car 
sinon |G| > 200). 

Cas ou le 2-Sylow H est d’ordre 8 . On a deux cas possibles : |G| = 8.3.5 ou |G| = 8.3.7, 
les autres cas donnent un ordre de G trop grand. De meme, le cas \H\ > 8 est elimine 
pour des raisons d’ordre. Ceci donne I’assertion (1). 

(2) Etndions les cas |G| = 4.3^.5 et |G| = 8.3.5 : soit H nn 5-Sylow et soit N son nor¬ 
malisateur ; alors (G : N) = 1 (mod 5) et (G : N) divise 4.3^ dans un cas, 8.3 dans 
I’autre. Dans les deux cas, la seule possibilite est (G : N) = 6 . Soit X I’ensemble des 
5-Sylow de G. Le groupe G s’envoie dans le groupe des permutations de X, e’est-a-dire 
tSg. Comme G est simple, il s’envoie dans Aq. Or Aq est d’ordre 360 et G d’ordre 180 
ou 120. Le groupe Aq ne peut avoir de sous-groupe d’indice m avec 1 < m < 6 (ici ce 
serait 3 ou 2) sinon Aq se plongerait dans Sm, ce qui est impossible puisque [.Ael > |5m|. 
Les seuls ordres possibles de groupes simples non abeliens inferieurs a 200 sont done 
4.3.5 = 60 et 8.3.7 = 168. 

Structure des groupes simples d’ordre 60 et 168. 

Ordre 60 : soit H un 2-Sylow de G; alors H ne peut pas etre cyclique (cor. 17.1011 et 
done fth. 17.911 3 divise |A^| {N normalisateur de H). Done 12 divise |A^| et / G done 
|A^| = 12. Ainsi G/N est d’ordre 5 et on a un homomorphisme non trivial de G dans 
S 5 . Comme G est simple, cela donne un plongement de G dans A 5 et pour des raisons 
d’ordre, on a G = .A 5 . 

Ordre 168 : soit H un 7-Sylow de G et soit N son normalisateur. Alors (G : N) divise 8.3 
et (G : N) = 1 (mod 7). Comme A^ / G, on a (G : A^) = 8. Done \N\ = 21. Considerons 
la suite exacte {1} —> 77 —> A^ —> N/H —> {!}. Comme I’ordre de H est premier a celui 
de N/H, le groupe N est produit semi-direct de N/H et de H (cf. th. 14.1011 . Le groupe 
N a done deux generateurs : a (generateur de H) avec = I et (5 (generateur de N/H) 
avec (3^ = 1. L’automorphisme x Px(3~^ de H est d’ordre 3; c’est done, soit x 1 -^ 
soit X x~‘^. Quitte a remplacer (3 par j3~^, on peut supposer que c’est x 1 —> x^. On a 
alors (3a(3~^ = . 









7.6. Application : groupes simples non abeliens d’ordre inferieur a 200 


59 


Soit X I’ensemble des 7-Sylow de G. Alors H opere snr X et fixe lui-meme comme 
element de X ; appelons cet element oo. On a X = {oo} U Xq avec |Ao| = 7. Le groupe 
H opere librement snr Xq (car H est cyclique d’ordre 7). L’element (5 opere snr X et 
fixe oo car P £ N. Comme = 1, il existe xq £ Xq tel que Pxq = xq. Alors 

X = {xq, axQ ,..., a^xo, oo}. 

On identifie X a Pi(F 7 ) en indexant a*xo par i. 

L’element a opere snr Pi(F 7 ) par : a{i) = i + 1 si i < 6 , Q!( 6 ) = 0 et a(oo) = oo. 
L’element /3 opere par : /3(oo) = oo , /3(0) = 0; de plus /3a = a^/3 d’oti /3(i + l) = /3(i) + 2 
et /3(z) = 2 i pour tout i. Ainsi a agit sur Pi(F 7 ) comme une translation et /3 comme 
une homothetie. Soit C le sous-groupe cyclique de N engendre par /3 et soit M son 
normalisateur dans G. Comme G est un 3-Sylow cyclique de G, 2 divise \M\ (cf. th. 
El. Le groupe M agit de fagon non triviale sur G (cf. § 17.411 et done il existe 7 tel que 
= C* et 7 / 37 “^ = /3“^. Comme 7 ^ C et 7 7 ^ a'^ (car a ^ M), 7 peut etre choisi 
d’ordre 2 ”. 

L’element 7 transforme une orbite de G en une orbite de G done 7 ({ 0 , 00 }) = {0,oo}. 
Or 7 opere sans point fixe sur A, car sinon il serait conjugue a un element de A, ce 
qui est impossible puisque |A| est impair. Done 7 ( 0 ) = 00 et 7 ( 00 ) = 0. Comme 7 ^ 
fixe 00 , on a 7 ^ £ N. Comme 7 est d’ordre pair, on a 7 ^ = 1. Done 7 permute les 
deux orbites {1,2,4} et {3,6,5}. Posons 7 ( 1 ) = A. Alors A est egal a 3,6 ou 5. Comme 
7/3 = / 3 “^ 7 , on a 7 ( 2 /) = 7 (i )/2 (mod 7). D’ou 7 (i) = A/i et 7 est une homographie. 
D’ou 7 £ PGL 2 (F 7 ). Comme —A est un carre, on a 


7 (*) = 


avec = —A. Le determinant de la matrice 


Ai 


0 —/r 

0 


etant egal a 1 , on a 7 G PSL 2 (F 7 ). 

Or a,/3 et 7 engendrent G. En effet, soit G' le sous-groupe de G engendre par ces 
elements. Alors G' contient A et 7 (d’ordre pair). Si G’ 7 ^ G, alors G' est d’indice 
2 ou 4 et G s’envoie dans AI 4 ou A 2 , ce qui est impossible. Done G = G'. On a un 
homomorphisme injectif G —> PSL 2 (F 7 ). Comme ces deux groupes ont le meme ordre, 
e’est un isomorphisme. □ 
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Theorie des caracteres 


A.l Representations et caracteres 

Soient G un groupe, K un corps et V un espace vectoriel de dimension finie n sur le 
corps K. A partir du th. IA.2[ on suppose que A = C et que G est fini. 

Definition A.l On appelle representation lineaire de G dans V la donnee d’un homo- 
morphisme p de G dans GL(y). La dimension de V est appelee le degre de la represen¬ 
tation. 

Remarques. 

(1) On definit ainsi une operation de G sur V par s.x = p{.s){x) pour x et s £ G. 

(2) Si p est donne, V est appele espace de representation de G ou simplement represen¬ 
tation de G; on ecrit souvent p^ au lieu de p. 

Si Vi et V 2 sont des representations de G associees aux homomorphismes pi et p 2 , on 
pent definir : 

• La somme directe Li©V 2 de Vi et V 2 : c’est la representation p : G ^ GL(l/i©V 2 ) telle 
que p{s) = pi{s)Q)p 2 {s). Si on choisit une base de 1/ = Vi©V 2 associee a la decomposition 
en somme directe, la matrice associee dans cette base a p{s) est la matrice : 

(Ms) 0 \ 

V 0 Ms)) 

ou Aj(s) est la matrice associee a Pi{s) dans la base de Vi correspondante. 

• Le produit tensoriel Vi 0 V 2 : p{s){x 0 y) = pi{s){x) © p 2 {s){y) pour tout x G Vi et 
tout y G V 2 . 

• Le dual Vi de Vi : p{s).l{x) = l[pi{s~^).x) pour tout I £ Vi et tout x £ Vi. 

• Hom(l/i, V 2 ) que Ton peut identifier a Vi © V 2 : p{s).h{x) = p 2 {s)h(^pi{s)~^.x) pour 
tout X £Vi. 

etc... 
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Caractere d’une representation 

Soit V un espace vectoriel muni d’une base et p une application lineaire de V 

dans lui-meme de matrice a = (aij). On note Tr(/9) = trace de la matrice a 

(elle est independante de la base choisie). 

Si, maintenant V est une representation d’un groupe fini G, on definit une function Xv 
sur G a valeurs dans K par 

Xv(^) = Tr(p^(s)) 

oil Py est rhomomorphisme associe a la representation V. La function Xv appelee le 
caractere de la representation V. 


Remarque. On a Xvi^) — dimR. 


Proprietes A.l 

• Xv esi une fonction centrale (i.e. ~ Xyi^) si G G), 

• XviS!V 2 ~ Xvi + Xv2 ’ 

• Xvi^V2 ~ 

• Xv-* (s) = Xv po'ur tout s e G, 

• XHom(yi.v 2 )(s) = Xv,is~^)Xv 2 is) tout sGG. 

On suppose desormais que K = C et que le groupe G est fini. Soit V une representation 
de G. On pose : 

= {x G R| s.x = X, Vs G G} 
et 7r(x) = s.x pour x G F. 


seG 


On a 7r(x) G et 7r(x) = x si x G . Cela montre que tt est un projecteur de V sur 
. L’application tt commute aux elements de G : 7r(s.x) = s.7r(x) pour tout s G G; on 
a done 

V = © ker TT. 

Dans une base associee a cette decomposition, la matrice de vr s’ecrit : 


/ 1 0 
0 


0 \ 


Vo 


0 

0 0 y 


d’ou 


Theoreme A.2 dimF^ = Tr(7r) = r^'^Xvi^)- 

|G| ^ 


seG 


f 

Corollaire A.3 Soit t) ^ V' ^ V ^ V" 0 une suite exacte de representations de G. 
Alors tout element de V"^ est image d’un element de . 
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Soit x" e V"^. La suite etant exacte, / est surjective et il existe x e R tel que f{x) = x". 
Alors 7r(x) G et /(7r(x)) = 7r(/(x)) = f{x) = x”. □ 

Corollaire A.4 Si V' est un sous-espace vectoriel de V, stable sous I’action de G, il 
existe un supplementaire de V dans V stable aussi sous I’action de G. 

Considerons la suite exacte : 

0-^ Hom(R", V) -^ Hom(R", V) -^ Hom(R", V”) -^ 0 

oii V^' = V/V'. Soit X = Idyn G Hom(R",R") ; x est invariant sous Taction de G done, 
d’apres le cor. IA.31 il existe tp : V" ^ V invariant sous Taction de G et s’envoyant sur 
X. Done ip commute avec G : 

{s~^.p){v) = p{v) = 

si n G V" et s G G. Done s.piy) = p{s.v\ 

L’homomorphisme p est une section (car pop = x ou x = Idy" etp:V —> R" projection) 
done R = R' © Im 9 ? et Im est stable sous Taction de G. □ 

Definition A.2 Soit p : G ^ GL(R) une representation lineaire de G. On dit qu’elle 
est irreductible siV et si aucun sous-espace vectoriel de V n’est stable par G, d part 
0 et V. 

On a alors le 

Theoreme A.5 Toute representation est somme directe de representations irreductibles. 

On raisonne par recurrence sur la dimension de la representation R. 

C’est evident si dimR ^ 1. Sinon, ou bien R est irreductible, ou bien il existe un 
sous-espace vectoriel propre / 0 de R stable sous Taction de G done, d’apres le cor. 
IA.41 il existe une decomposition en somme directe R = R' © V" avec dim V' < dim R et 
dimR" < dimR et on R et V sont stables par G. On applique Thypothese de recurrence 
a V et R" : ils sont sommes directes de representations irreductibles done aussi R. □ 

Remarque. Il n’y a pas unicite de la decomposition : si par exemple G opere trivialement 
sur R, decomposer R en somme directe de representations irreductibles revient simple- 
ment a ecrire R comme so mm e directe de droites, ce qui peut se faire de bien des fagons 
(si dimR ^ 2). 


A.2 Relations d’orthogonalite 

Theoreme A.6 (lemme de Schur) Soient pi : G ^ GL(Ri) et p 2 ■ G ^ GL(R 2 ) 
deux representations irreductibles de G et soit f un homomorphisme de Ri dans V 2 tel 
que P 2 {s) o f = f o pi{s) pour tout s ^ G. Alors : 

(1) SiVi et V 2 ne sont pas isomorphes, on a f = 0. 

(2) SiVi = ¥2 et Pi = p 2 , alors f est une homothetie. 
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(1) Si a: G ker/, on a f[pi{s)'j.x = (p 2 (s) o /).x = 0 pour tout s £ G. Done ker/ est 
stable par G. Comme Vi est irreductible, ker / = 0 on ker / = Vi. Dans le premier cas / 
est injective, dans le second elle est nulle. De meme Im/ est stable sous G, done Im / = 0 
ou V 2 . Done si / 7 ^ 0 , on a ker / = 0 et Im/ = V 2 : / est un isomorphisme de Vi sur V 2 , 
d’ou ( 1 ). 

(2) Soient maintenant Vi = V 2 ei p = pi = P 2 - Soit A G C une valeur propre de /. Posons 
f' = f — X; f' n’est pas injective. D’autre part p{s) o f = p[s) o [f — \) = f o p{s). 
Done, d’apres la premiere partie de la demonstration, /' = 0 : / est une homothetie. □ 

Orthogonalite des caracteres 

Soient f et g des fonctions sur G. On pose : 

if, 9 ) = J^'^fis)9{s~^)- 

s^G 


C’est un produit scalaire. 


Remarque. Si g est un caractere, on a g{s = g{s), de sorte que {f,g) se recrit comme 
un produit hermitien : 

if, 9 ) = ^\^f{s)9{s). 

' ' seG 

Theoreme A.7 (orthogonalite des caracteres) Soient V etV deux representations 
irreductibles de caracteres x x' ■ Alors : 

/ /\ ^ / 1 si V = V' et x = X', 

’ \t) si V et V ne sont pas isomorphes. 

• Considerons W = Hom(I/, V) ; c’est une representation de G. Soit G VP ; alors (p est 
fixe par G si et seulement si pos = sop pour tout s £ G. Soit W'^ I’ensemble des 
G-endomorphismes de V (endomorphismes fixes par G). D’apres le lemme de Schur, on 
a dimlP*^ = 1 , done 

d’apres le th. [A21 Or Xw(^) = x(s)x(s~^) done (x,x) = 1- 

• Si P et V ne sont pas isomorphes et si Ton pose W = Hom(P, V) et I’ensemble 

des G-homomorphismes de V dans P', le lemme de Schur implique que dimVP*^ = 0, 
d’ou (x,x'> = 0 . □ 

Corollaire A.8 Les caracteres des differentes representations irreductibles de G sont 
C-lineairement independants (on les appelle les caracteres irreductibles de G). 


Ceci va nous permettre de montrer que les caracteres « caracterisent » les representations 
de G. 
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Theoreme A.9 Soit V une representation de G, de caractere Xv> ^ ~ ©^=1 ^ 

une decomposition de V en somme directe de representations irreductibles Vi (de ca¬ 
racteres associes Xy )■ ^^ors si W est irreductihle de caractere Xw’ nomhre des Vi 
isomorphes a W est egal a (Xv^Xw)- 

On a : 

Xv 

V ’ Xw ) 

Or d’apres le theoreme precedent, (Xv^Xw) 1 on 0 selon que Vi est on n’est pas 
isomorphe a W. D’oti le theoreme. □ 

Corollaire A. 10 

• Le nomhre des Vi isomorphes a W ne depend pas de la decomposition choisie (en ce 
sens, il y a unicite de la decomposition). 

• Deux representations de meme caractere sont isomorphes. 

• Si (hFj)i<j<„ sont les representations irreductibles de G, toute representation V de G 
est isomorphe a une somme ^niWi (avec la convention : UiWi = Wi®- ■ ■®Wi, Hi fois) 
oil Ui = iXv^Xwi)- 

A.3 Caracteres et fonctions centrales 

On va maintenant chercher le nomhre h de representations irreductibles (a isomorphismes 
pres), c’est-a-dire le nomhre des caracteres irreductibles. 

Soit C le C-espace vectoriel des fonctions centrales sur G (c’est-a-dire I’ensemble des 
fonctions constantes sur chaque classe de conjugaison de G). La dimension de C est egale 
au nombre de classes de conjugaison de G. 

Theoreme A.11 Les caracteres irreductibles (xi, • • • ,Xh) ^ forment une base de C 
(en particulier, h est le nombre de classes de conjugaison de G). 

Pour demontrer ce theoreme, on va utiliser le : 

Lemme A.12 Soit V une representation irreductihle de caractere x ei soit n la dimen¬ 
sion de V (i.e. n = x(l)J- Soit f £ C et soit ttj I’endomorphisme de V defini par : 

seG 


p 

= "^Xvi’ 
i=l 
P 

~ ^ y ) Xw) ■ 

i=l 


Alors TTf est une homothetie de rapport A 


^)x(s) 

sGG 


|G| 


n 


(/, x)- 
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Si t G G, on a vr/.i = EseG/(« ^)Pvist) = (avec u = t ^st), 

puisque / est centrale. Done TTf.t = t.TTf. D’apres le th. IA.6[ vrj est une homothetie et 

Tr(7r/) =nX = Y^ /(s"^)x(s), 

seG 

d’ouA = l^(/,x). □ 

n 

On en deduit la demonstration du th. lA.llI : si les (xi) ne forment pas une base de C, il 
existe / G C non nulle et orthogonale aux Xi- Done par le lemme ei-dessus vrj est nulle 
pour toute representation irreduetible, done (par deeomposition en somme direete) pour 
toute representation. On va ealeuler ttj pour une representation partieuliere : soit V un 
espaee de dimension |G|, muni d’une base {es)g^Q. Soit p I’operation de G sur V definie 
par : 

p(s).et = est- 

La representation ainsi definie est dite representation reguliere de G (son earaetere se note 
rQ et on a rQ{s) = 0 si s / 1 et rG'(l) = |G|). Caleulons vrj pour eette representation. 
On a TT/ = f{s~^)p{s) done 7r/(ei) = J2seG (car = e*). Si vr/ est 

nulle, alors f{s~^) = 0 pour tout s G G done / est nulle (les (6^)^,^^ forment une base) 
ee qui eontredit I’hypothese. □ 

Remarque. Chaque representation irreduetible W est eontenue n fois dans la representa¬ 
tion reguliere (avee n = dimVL). En effet, si x est le earaetere de LE, on a : 

(^G,X) = = a( 1) = dimLE. 

Done rQ = Ym=i Xii^)Xi avee Xi irreduetible. En partieulier, 

rG(l) = |G| = ^Xi(l)Ai(l) 

i=l 

d’ou 

|G| = ^n2 
i=l 

avee n* = Xi(l)- 

A.4 Exemples de caracteres 

On va determiner les earaeteres irreduetibles des groupes An ou pour n ^ 4. 

(1) Dans le eas trivial Si = Ai = A 2 = {1} , il y a un seul earaetere irreduetible : x = 1- 

(2) Dans le eas ou le groupe est S 2 = {1, s} (avee = 1), tout earaetere irreduetible est 
de degre 1 (par exemple ear |52| = 2 = ^ n? ou n* est le degre de Xi irreduetible). On 
a deux earaeteres irreduetibles : 



1 

s 

Xi 

1 

1 

X 2 

1 

-1 
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(3) Le groupe ^3 = = 1} est cyclique d’ordre 3. On a |^ 3 | = 3 = ^ n? d’ou 

trois representations irreductibles de degre 1. Elies sont donnees par leurs caracteres : 



1 

t 


Xi 

T 

1 

1 

X2 

1 

p 


X3 

1 


p 


on p est une racine cubique de I’unite 7^ 1. 

(4) Le groupe symetrique ^3 est le groupe diedral P 3 . On a trois classes de conjugaison 
l,s,t avec = 1 et sts~^ = t~^ . Deux caracteres irreductibles de degre 1 sont 

donnes par 1 et la signature. D’autre part Xi+A 2 +’^ 3 X 3 = et ^ = jiSsI = 6 = 2+n| 

done ns = 2 et X 3 est de degre 2. 

Ensuite, 

(Xi + X 2 + 2X3)('S) = rs:,{s) = 0, 
done X 3 ('S) = 0, et de meme 


(Xi + X2 + 2X3 ) (t) = rsi (t) = 0 , 


done X 3 (t) = “ 1 - On n done : 



1 

s 

t 

Xi 

1 

1 

1 

X2 

1 

-1 

1 

X3 

2 

0 

-1 


On pent trouver X 3 directement en realisant S 3 comme groupe de symetries d’un tri¬ 
angle equilateral. Alors s s’interprete comme symetrie par rapport a une droite, de ma- 

trice ^ ^ done de trace nulle, et t comme rotation d’angle ^ dont la trace est 

2cos(^) = —1. 


(5) Le groupe A 4 est d’ordre 12. On a quatre classes de conjugaison de representants 
1, s, t, t' oil s est d’ordre 2 (s = (a, 6 )(c, d)), t d’ordre 3 (t = (a, b, c)) et t' = t^. On a deja 
les trois representations du quotient d’ordre 3 de ^ 4 . Puis Xi + X 2 + X 3 + ^ 4 X 4 = M 4 et 
= 12. D’ou la table de caracteres : 



1 

s 

t 

t' 

Xi 

1 

1 

1 

1 

X2 

1 

1 

P 

P^ 

X3 

1 

1 

P^ 

P 

X4 

3 

-1 

0 

0 


On pent trouver X 4 directement en regardant .A 4 comme un groupe de symetries d’un te- 
traedre regulier. Alors s s’interprete comme la symetrie par rapport a une droite joignant 
les milieux de deux cotes opposes : sa matrice est 


1 0 0 

0-10 
0 0-1 
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dans une base convenable, done sa trace est —1. D’autre part, t s’interprete comme per¬ 
mutation circulaire done sa trace est nulle. 

Un autre argument permet de retrouver ce resultat : si W est une representation ir- 
reductible de dimension 1 et si F est irreductible, alors V est irreductible. En 

particulier, X 4 A 2 ^st irreductible et done egal a X 4 (pour des raisons de degre). D’ou 
Xi{t) = = 0. 


Exercice. On pent donner de meme la table des caracteres du groupe 54 . II y a cinq classes 
de conjugaison l,a,s,t,T avec a = {a,b), s = {a,b){c,d), t = {a,b,c) et r = {a,b,c,d). 
On trouve : 



1 

a 

s 

t 

T 

Xi 

1 

1 

1 

1 

1 

X2 

1 

-1 

1 

1 

-1 

X3 

2 

0 

2 

-1 

0 

X4 

3 

1 

-1 

0 

-1 

Xs 

3 

-1 

-1 

0 

1 


A.5 Proprietes d’integralite 

Soit G un groupe fini, soit p une representation de G et soit x son caractere. 
Proposition A. 13 Les valeurs de x sont des entiers algebriques. 

[On rappelle qu’un nombre complexe x est un entier algebrique s’il existe un entier n > 0 
et des elements oq, • • •, a^-i G Z tels que : 

CLn—lX^ ^ 0-0 ~ 0. 

L’ensemble des entiers algebriques forme un sous-anneau de C.] 

Demonstration. Le groupe G etant fini, il existe un entier p > 0 tel que = 1 pour tout 
s G G. Done /o(s^) = /o(s)^ = 1 pour tout s. Si A est une valeur propre de p(s), alors 
est une valeur propre de p{sy, done = 1. Toute valeur propre de p{s) est un entier 
algebrique, or x('S) est la trace de p{.s) done la somme des valeurs propres de p{s) : e’est 
aussi un entier algebrique. □ 

Remarque. Pour tout s G G, p{s) est diagonisable. En effet, p est une application de G 
dans GL„(C) et la matrice de /o(s), pour tout s G G, est semblable a une matrice de 
Jordan Js, decomposable en blocs de la forme : 

/A 1 • • • X ^ 

1 

^ / 


V 
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Alors p{sy est semblable a une matrice decomposable en blocs 

/ XP p ■■■ X \ 

p 

V / 

Or p{s)P = 1, ceci n’est possible que si Jg est en fait diagonale, d’oti le resultat. 
[Variante : appliquer le th. IA.5I an groupe cyclique engendre par s.] 


On va montrer comment la connaissance des caracteres d’un groupe donne des rensei- 
gnements sur ce groupe. Tout d’abord : 

Proposition A. 14 Soit G un groupe distinct de {!}. Alors G est simple si et seulement 
si, pour tout s G G— {1} et tout caractere x irreductible et distinct de 1, on a : 

X{s) + x(l). 

Soient les valeurs propres de /o(s). On salt que les A* sont des racines de I’unite, 

done que |Aj| = 1. Comme x('S)_^= Ai + • • • + A,i et x(l) = n, on a x('S) = x(l) = n si et 
seulement si A* = 1 pour tout o Done x(s) = n si et seulement si s G ker p. 

Supposons maintenant que G soit simple. Alors kerp est un sous-groupe normal de G, 
e’est done {1} ou G. Done si x('S) = x(l) pour un s G G— {1} alors p = Id et done x = 1- 
Reciproqnement, si G n’est pas simple, soit N un sous-groupe normal non trivial de G. 
Soit x' un caractere non trivial de G/N associe a la representation p'. Alors 

G-^G/A^^GL„(C) 

definit une representation p de G de caractere x / 1 et telle qu’il existe s G G—{1} avec 
X('S) = X(1)- □ 


On va maintenant generaliser la prop. IA.13I : 


Theoreme A.15 Soit p une representation irreductible d’un groupe G, de caractere as¬ 
socie X- Soit f une fonction centrale sur G, dont les valeurs sont des entiers algebriques. 
Posons n = x(l)- Alors n~^ YIsgG est un entier algebrique. 


II suffit de demontrer le theoreme pour les functions valant 1 sur une classe de conjugaison 
et 0 ailleurs. Soit s G G; notons GZ(s) la classe de conjugaison de s et c(s) le cardinal 
de Gl{s). Soit fg la fonction definie sur G, valant 1 sur Gl{s) et 0 ailleurs. On a : 


x{t) 

n n 

tGG tGCl(s) 


c{s)x{s) 

n 


car X est centrale. II suffit done de demontrer le : 

^ On utilise le resultat elementaire suivant : si ui,..., G C sont de module 1, et si |ai-|-- • --l-anl = n, 
alors a\ = ■ ■ ■ = otn. 
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Theoreme A.16 Avec les hypotheses du th. lA. 1,51 et les notations ci-dessus, est 

un entier algebrique pour tout s € G. 

Soit X I’ensemble des fonctions centrales sur G a valeurs dans Z. C’est un Z-module 
libre, engendre par les fg. H y a sur X une structure d’anneau naturelle, la convolution, 
definie par f,g ^ f * g avec 


f * 9 {s)= ^ f{u)g{v). 

uv=s 

On verifie que I’anneau X est associatif et commutatif, et a pour element unite la « fonc- 
tion de Dirac » fi. 

Si f G X, on Ini associe I’endomorphisme p{f) = D’apres le lemme [A.121 

p{f) est une homothetie, i.e. appartient a C. On obtient ainsi une application p : A —> C, 
qui est un homorphisme d’anneaux (en vertu de la formule p{f*f') = p{f).p{f')). L’image 
p{X) de X est done un sous-anneau de C qui est un Z-module de type fini. On deduit de 
la, par un argument standard, que les elements de cet anneau sont des entiers algebriques. 
Comme est egal a p{fs), le theoreme en resulte. □ 

Corollaire A.17 Le degre de la representation p divise I’ordre du groupe. 

En effet, soit n = x(l) et soit / definie sur G par f{s) = Alors / verifie 

les hypotheses du th. IA.151 done XIsgg a('S~^)x('S) est un entier algebrique. Or 
x('S ^)x('S) = \G\/n done est dans Q. Les senls elements de Q qui soient 
entiers snr Z sont les elements de Z, done n divise |G|. □ 


Corollaire A.18 Soitx un caractere irreductible de degre n d’un groupe G et soit s G G. 
Si c(s) et n sont premiers entre eux, alors est un entier algebrique. De plus, si 
x('S) / 0, alors p{s) (associe a x{s)) sst une homothetie. 


Si c(s) et n sont premiers entre eux, il existe, d’apres le theoreme de Bezout, deux 
elements a,b G Z tels que ac{s) + bn = 1. Done : 


X('S) 

n 


n 


Or x('S) est un entier algebrique par la prop. IA.13I et aussi par le th. IA.161 Cela 

demontre la premiere assertion du corollaire. Pour la seconde, nous utiliserons le : 


Lemme A.19 Soient Ai,..., A„ des racines de I’unite. Si (Ai -!-• • ■ + Xn)/n est un entier 
algebrique, alors, soit Ai + A,i = 0, soit tous les Aj sont egaux. 


Demonstration du lemme. Si A est une racine de I’unite, son equation integrale minimale 
est de la forme — 1 = 0, done tout conjugue de A est aussi racine de I’unite [rappel : 
si z G C est un nombre algebrique, on appelle conjugue de z toute racine de I’equation 
minimale de z]. Soit z = (Ai Xn)/n ; alors z est un entier algebrique par hypothese 

et tout conjugue z' de z s’ecrit (Aj -!-••• + A^)/n ou les A' sont des racines de I’unite. 
Done \z'\ ^ 1. Notons Z le produit de tous les conjugues de z. Alors \Z\ ^ 1. D’autre 
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part Z est rationnel (c’est le terme constant, an signe pres, dn polynome minimal de 
z). Enfin Z est entier algebrique (comme produit d’entiers algebriques) done Z G Z. Si 
Z = 0, I’nn des conjngues de z est nul done z = 0; si |Z| = 1, tous les conjugnes de z 
ont 1 comme module, done |z| = 1 et tous les Aj sont egaux, puisque leur somme est de 
module n (cf. note [1] a la prop. [AAd]). □ 

Revenons a la seconde assertion du corollaire. Soient (A*) les valeurs propres de p{s) ; ce 
sont des racines de I’unite et x(s) = Tr(p('S)) = conclnt avec le lemme. □ 


A.6 Application : theoreme de Burnside 

On reprend les notations du § precedent. 

Theoreme A.20 Soient s un element de G—{1} et p un nombre premier. Supposons 
que c{s) (= nombre d’elements de G conjugues as) soit une puissance de p. Alors il 
existe un sous-groupe normal N de G, distinct de G, tel que I’image de s dans G/N 
appartienne au centre de G/N. 

Soit re le caractere de la representation reguliere (cf. § I A. 31) . On a rds) = 0 car s / 1. 
D’autre part, cq = (ou I’on somme sur I’ensemble des caracteres irreductibles) 

avec = x(l)- Done Ex(l)x('S) = 0 ou encore 1 + x(l)x('S) = 0 et done 

~ ~p ’ ~p n’ost pas un entier algebrique. Done il existe un caractere x 

irrednctible et distinct de 1 tel qne ne soit pas nn entier algebrique. En particulier, 

x('S) 7 ^ 0 et p ne divise pas x(l)i done c(s) et x(l) sont premiers entre eux. D’apres le 
cor. IA.18l si p est la representation de G attachee a x, p(s) est nne homothetie. Soit alors 
N = kerp; le gronpe N est un sons-groupe de G, normal et distinct de G. D’antre part, 
G/N s’identifie a I’image de p dans GLji(C), or s s’envoie par p sur une homothetie, 
done dans le centre de G/N. □ 

On va en dednire le : 

Theoreme A.21 (Burnside) Tout groupe G d’ordre p^q^ (ou p et q sont des nombres 
premiers) est resoluble. 

On snppose a et (3 non nuls (sinon G est nilpotent). On va demontrer le theoreme par 
recurrence sur |G|. 

Il existe s G G—{1} tel que q ne divise pas c{s). En effet, G = {1} U {G/(s)} ou les Gl{s) 
sont les classes de conjugaison autres que 1. Done |G| = 1 + X] |G/(s)| = 1 + X]c(s). 
Comme q divise |G|, il existe s tel qne q ne divise pas c(s). Or c(s) divise |G|, done c(s) 
est une puissance de p. D’apres ce qui precede, il existe un sous-groupe normal N de G, 
distinct de G, tel que I’image de s dans G/N soit dans le centre de G/N. Si N ^ {1}, 
I’hypothese de recurrence appliquee a A et a G/N montre qu’ils sont resolubles; done G 
est resolnble. Si A = {1}, le centre G de G est non trivial puisqn’il contient s ; on pent 
appliquer I’hypothese de recurrence a G et a G/G : G est resoluble. □ 
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A.7 Demonstration du theoreme de Probenius 

Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G « ne rencontrant pas ses conjugues », 
c’est-a-dire tel que : 

Hr^gHg-^={l} 

pour tout g G G—H, cf. § 16.21 

Theoreme A. 22 (Probenius) Soil N = {1} U {G—^jg^QgHg Alors N est un 
sous-groupe normal de G; de plus G est produit semi-direct de H par N. 

La demonstration consiste a montrer que les representations lineaires de H se prolongent 
a G tout entier. Tout d’abord : 

Lemme A. 23 Soit f une fonction centrale sur H. II existe une fonction centrale f sur 

G, et une seule, qui satisfait aux deux proprietes suivantes : 

(1) I prolonge f (i.e. f{h) = f{h) si h e H), 

(2) f{x) = /(I) si X £ N (i.e. / est constante sur N). 

C’est mmediat : si x ^ A, on ecrit x sous la forme ghg~^^ avec g £ G, h £ et Ton 
pose f{x) = f{h ); cela ne depend pas du choix de g,h car si g'h'g'~^ = ghg~^, on a 
g'~^ghg~^g' = h', done h = h' = 1 on bien g'~^g £ H ; done h et h' sont conjugues dans 

H, et, comme / est centrale, on a f{h) = f{h'). □ 

Dans I’enonce suivant, on utilise la notation {a,f3)Q pour designer le produit scalaire 
q:(s“^)/3(s) relatif au groupe G. De meme {a,f3)jj designe le produit scalaire 
relatif a 77. Si F est une fonction sur G, on note Fh sa restriction a H. 

Lemme A. 24 Soient f et f comme dans le lemme precedent, et soit 6 une fonction 
centrale sur G. On a 

{le)G = uMh+ (A.i) 

Demontrons cette egalite. Elle est vraie pour / = 1 car alors / = 1. Par linearite, il suffit 
done de verifier (lA.lIl pour les functions / telles que /(I) = 0. Soit alors IZ un systeme 
de representants des classes a gauche modulo H : les differents conjugues de H sont les 
rHr~^ pour r decrivant IZ et tout conjugue d’un element de H (distinct de 1) s’ecrit de 
fagon unique rhr~^ avec r £lZ et h £ H. Cela dit, 

{/.8 >g = ]AE/(»■')«(*) 

et / est nulle en dehors des conjugues d’elements de H ; done 

e 

' ' {r,h)£'R.xH 


puisque |G| = |i7|.|77.|. 


□ 
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Cas particulier : si 9 = 1, on a (/, = (/, 1)^. L’application f ^ f est done une 

isometrie, autrement dit : {fi,f 2 )Q = (/i,/2)h- effet, 

his~^)h{s) = (/r72, 1 )g 

sGG- 

oii Ton a pose fl{s) = /i(s“^), et 

(/1)/2)g = (/r/2)l)G ~ (/l/2)l)_H' = (/1;/2 )h 
car / 1/2 = /i/ 2 - On en deduit : 

Proposition A.25 Si x un caractere de H et 9 un caractere de G, alors {x,9)q est 
un entier. 

II suffit de montrer que dans (lA.lh tons les termes du membre de droite sont dans Z, ce 
qui est clair. □ 

Soient 0i,..., les differents caracteres irreductibles de G; on a x = X] Q G Z 

pour tout i d’apres ce qui precede. 

Proposition A.26 Supposons x irreductible. Alors tons les Ci sont nuls, sauf I’un d’eux 
qui est egal d 1. 

(Autrement dit x est un caractere irreductible de G.) 

En effet, (x, x)^^ = (x, x )h ~ ^ ~ Z] done tons les c* sont nuls sauf un, soit Cjp, dont le 
carre est 1. Si Qq etait egal a —1, on aurait x = Or x(l) = a(1) > 0 et 0io(l) > 0, 
done e’est impossible. Done = 1, i.e. X = □ 

Corollaire A.27 Si x ^st un caractere de H, alors x ^st un caractere de G. 

Cela resulte de la proposition, en decomposant x comme somme de caracteres irreduc¬ 
tibles. □ 

Demontrons maintenant le th. IA.221 Choisissons une representation p de 77 de noyau 
trivial, par exemple la representation reguliere. Soit x le caractere de p et soit p une 
representation de G de caractere Xi cf. cor. IA.271 Si s est conjugue a un element de 
H — {!}, on a p(s) 7 ^ 1. D’autre part, si s E A, on a x(s) = a(1) = a(1)) d’ou p(s) = 1, 
cf. demonstration de la prop. IA.141 On a done N = ker p, ce qui montre que N est un 
sous-groupe normal de G. □ 
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- Theoremes de Hall : 0, 0. 

- Groupes de Frobenius : 0, 0 (pour la structure des groupes de type iF, voir [12jL 

- Transfert : 0 , m, m, m (voir aussi 1. Schur, Gesam. Abh., vol. 1, p.79). 

- Representations et caracteres : 0, 0, 0, 0, nn (voir aussi F.G. Frobenius, Gesam. 
Abh., vol.3, et 1. Schur, Gesam. Abh., vol.l). 
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Burnside (theoremes de -) : 12.4115.11 IA.6I 
caractere (d’une representation) : lA.ll 
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centre (d’un groupe) : 11.21 
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classe (de nilpotence d’un groupe) : 13.31 

— (de resolubilite d’un groupe) : 13.11 
cobord : IO 

cochaine : IO 
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cohomologie : 14.11 

commutateur : [0 

commutateurs (groupe des -) : 13.11 

couple de Probenius : 16.21 

degre (d’une representation lineaire) : lA.ll 

derive (groupe -) : 13.11 

descendante (suite centrale -) : 13.21 

drapeau complet : 13.11 

elementaire (p-groupe abelien -) : 13.61 

entier algebrique : IA.5I 

extension :[4J 

Feit-Thompson (theoreme de -) : 13.11 
filtration : 11.31 
fixateur :0 

Frattini (sous-groupe de -) : 13.61 

— (theoreme de -) : 12.31 
Frobenius (theoreme de -) : 16.21 IA.7I 
fusion : 12.41 

Gauss (lemme de -) : 17.3.11 
gradue : 11.31 

Hall (sous-groupe de -) : 15.11 

— (theoreme de -) : 15.11 
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homomorphisme croise : 14.11 

image reciproque (d’une extension) : 14.51 

invariant (sous-groupe -) : [r2] 

Jordan (theoreme de -) : 16.11 

Jordan-Holder (suite de theoreme de -) : 11.31 

Kolchin (theoreme de -) : 13.31 

localement conjugues (elements -) : 12.41 

maximal (sous-groupe -) : 13.61 

Miller-Wielandt (demonstration de -) : 12.2.21 

minimal (groupe simple -) : 13.61 

nilpotent (groupe -) : 13.31 

normal (sous-groupe -) : 11.21 

normalisateur (d’un sous-groupe) : 11.21 

orbite :0 

orthogonalite (de caracteres) : IA.2I 
p-complement : 15.61 
p-groupe : 12.11 
p-Sylow : 12.11 

permutable (systeme - de sous-groupes de Sylow) : 15.31 

permutables (sous-groupes -) : 15.21 

n -sous-groupe : [0 

11-Sylow : 15.11 

primitive (action -) : 13.61 

propriete T : 16.41 

reguliere (representation -) : I A. 31 

relevement (d’un homomorphisme) : 14.51 

representation (lineaire) : lA.ll 

resoluble (groupe -) : 13.11 

sans point hxe (action -) : 16.41 

Schur (lemme de -) : IA.2I 

— (theoreme de -) : 17.11 

section :[4J 

semi-direct (produit -) : 14.2114.41 
simple (groupe -) : 11.21 
stabilisateur : 11.11 

Stallings-Swan (theoremes de -) : 17.3.21 
suite centrale descendante : 13.21 
Sylow (theoremes de -) : 12.2112.31 
Thompson (theoremes de -) : 13.6116.31 
transfert 

transitive (action -) : 11.11 
triviale (extension -) : 14.21 
Wedderburn (theoreme de -) : 16.11 
Wielandt (theoreme de -) : 15.51 
Zassenhaus (theoreme de -) : 14.41 
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